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Zwei Regeln über verschränkte Produkte. 


Von Ernst Witt in Göttingen. 


Ist g eine Klassensumme, bestehend aus g Elementen der galoisschen Gruppe 
von K/k, so ist mit a,, auch a,, ein Faktorensystem. Das folgt unmittelbar aus der 
Assoziativregel 

(1) Qg,r Ag,or = Qg,o Aga,r. 

Zu untersuchen ist, wie sich das verschränkte Produkt (a3,,, K) durch (a,,,, Ä) aus- 
drücken läßt. 

Ist g ein Normalteiler der galoisschen Gruppe und k der zugehörige Zwischenkörper, 
so wird die Algebra (a,,., Ä)’ schon von k zerfällt, muß also einer Algebra (b;,;, Ak) ähnlich 
sein. Zu untersuchen ist, wie man das Faktorensystem 5;,;z aus den Größen A,,r ge- 
winnen kann. Im Ergebnis ist ein Satz von Chevalley !) enthalten, der leider im Be- 
richt von Deuring ?) unerwähnt blieb. 


Wir verwenden die abkürzende Schreibweise ad, .— II a;,r, @dgs,: = II a,.,:, usw. Wird 
8 


vaus vyaus(g 
in (1) 0,0, r erstens durch o, r, v, zweitens durch o, v, rt, und drittens durch »,o,r er- 
setzt, und hernach über alle » aus g multipliziert, so entstehen die drei Gleichungen 


o g 
Ur,g Us, rg — Ug,r Ador,g 


a 
vi Ag,gr nu. Adg,g Agg,r 
Q 

Ag, Ag,or — (g,o Ago,r u 
Da g Klassensumme ist, gilt @o,rg = Qo,gr usf. Wird dies beachtet, so können die 


Gleichungen (2) folgendermaßen zusammengefaßt werden: 














Y g or,Q Aag,ra j Aog,r Aa An,or 
(3) Ag,r* o jr er” jr 
Ag,gAr,a da,g Gr Ag,oQg,r 
r .ı m . FR « d.d, r 
In Klammern stehen dabei Transformationsgrößen von der Gestalt . Naeh 
( oT 


bekannten Regeln über verschränkte Produkte ?) folgt nun der 

Satz: /st g eine Klassensumme von g Elementen der galoıisschen Gruppe von K/k, 
so gut 

u 7; \0 

(4) (do, A) (an, A). 

Nun sei 9 sogar Normalteiler. Wir wollen nach vorgenommener Vertreterwahl 
mod g den Vertreter der Nebengruppe og kurz mit a bezeichnen. 

ı, 0, Chevalley, La th&orie du symbole de restes normiques. Crelle 169 (1933), 5. 147. 


2, M. Deuring, Algebren. Ergebnisse der Math. 4 (1935), >. 52. 
Journal für Mathematik, Bd, 173, Heft 4, 
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"|, so ist ebenfalls 





’ a 
Bilden wir bu, = a. | 1. 
Ag,gAr,g 
(5) (Qo,r, K)’ Rn (ba,r, K) < 


Aus (3) folgt weiter (die Striche deuten Kürzungen an) 











o 
0 Gag, a, U: iiler 
0,7 o/ DE VE 
a7. z 
‚nt Q,or 


(6) Der — bz,: — (5,7 2 


Nach einer anderen Regel über verschränkte Produkte ?) liefern die Gleichungen 
(5) und (6) zusammen den 

Satz: /st g ein Normalteller der Ordnung g in der galoisschen Gruppe © von K/k 
und k der zugehörige Zwischenkörper, so gilt in unserer Bezeichnung 


_ rg N 
(4) (Qo,r, A) m (a8; %, 


„Zerfall“ von ®/g bedeutet: Die Vertreter können so gewählt werden, daß sie 


eine Gruppe bilden. In diesem Fall fällt der Zusatzfaktor fort: 

(8) (do, K)’ = (as, k). 

Dieser Umstand trifft jedenfalls zu, wenn g ein direkter Faktor von © ist; damit 
ist auch das Lemma von Chevalley erneut bewiesen. 


Göttingen, den 16. März 1935. 





Eingegangen 28, März 1935. 
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Über die Pellsche Gleichung #—d«“ = —1. 


Von L. Redeı ın Göttingen. 


In der Pellschen Gleichung 

(1) ? — du = +1 
sei d eine ganze rationale Zahl. Besteht diese Gleichung für ganze rationale Werte 
t,u(=++ 0), so nennen wir das Zahlenpaar t, u eine Lösung von (1) und diese Gleichung 
selbst lösbar !J. Nur diejenigen d sind von Interesse, die positiv und keine (uadrat- 
zahlen sind; deshalb beschränken wir uns nachher auf solche d. Fundamentallösung 
von (1) heißt die Lösung t= T,u=ÜU, inder T,U>0 und T (d.h. auch U) mög- 
lichst klein ist. Bekanntlich hat (1) immer unendlich viele Lösungen, die alle durch 
die Formel 


(2) t+uVd=(T+ Uyd)" (n=1,2,3,...) 
als +t, + u geliefert werden. 

Ist auf der rechten Seite von (1) nur der Wert — 1 zugelassen, so ist die Frage der 
Lösbarkeit der entsprechenden Gleichung 

(3) ? — du? = —1 


im allgemeinen unerledigt. Bevor ıch näher darauf eingehe, verweise ich auf den 
engen Zusammenhang zwischen der Gleichung (1) und dem quadratischen Körper 
R(/Yd), wo R der Körper der rationalen Zahlen ist. In diesem Zusammenhange spielt 
die Gleichung (3) eine wichtige Rolle, da dıe Existenz einer Einheit mit der Norm — 1 
im Körper R(/d) bzw. in einem entsprechenden Ring des Körpers von der Lösbarkeit 
dieser Gleichung abhängt. 

Wenn auch das wohlbekannte Kriterium besteht, daß die Gleichung (3) lösbar 
oder unlösbar ist, je nachdem die Anzahl der Glieder einer Periode ın der Kettenbruch- 
entwicklung von /d ungerade oder gerade ist, so bedeutet dieser Satz in der Praxis doch 
kaum mehr als ein Aufschieben des Problems, da die hierzu erforderliche Kettenbruch- 
entwicklung große rechnerische Schwierigkeiten bietet. 

In den letzten Jahren wurden mehrere Sätze aufgestellt ?), die für quadratfreie 
d die Frage der Lösbarkeit von (3) durch Kongruenzbedingungen (mit Hilfe von zweiten 


1) Oft nimmt man die Pellsche Gleichung in der Form an, daß auf der rechten Seite + 4 steht. Bekanntlich 
läßt sich die Behandlung beider Gleichungen aufeinander zurückführen, und insbesondere ist die Frage der Lösbar- 
keit für beide Gleichungen identisch. 

2) Bezüglich dieser Sätze und der weiteren Literatur verweise ich auf meine Arbeit: Über die Grundeinheit und 
die dureh 8 teilbaren Invarianten der absoluten Klassengruppe im quadratischen Zahlkörper, dieses Journal 171 
(1934), S. 131-148. Diese Arbeit wird im folgenden mit R. 1 zitiert. Insbesondere hat der Satz von $3 seinen.Ui 
sprung in Dirichlets Untersuchungen, was auch bei dem Vergleich mit der eben erwähnten Arbeit hervorgeht. 


TR 
b 
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und vierten Potenzrestsymbolen) unmittelbar auf Grund der Primfaktoren von d in 
der Mehrzahl der Fälle entscheiden lassen ?°). 

In dieser Arbeit beschäftige ich mich mit dem allgemeinen Falle, in dem also d 
auch mehrfache Primfaktoren enthalten kann, und erhalte Sätze, die unmittelbare 
Verallgemeinerungen der oben erwähnten Sätze sind. Dazu hatte ich schon in der Ar- 
beit R.1 alle Mittel beisammen, doch hat meine Aufmerksamkeit auf diese allgemeine 
Frage erst eine inzwischen erschienene Arbeit von P. Epstein *) gelenkt. 

Im einzelnen ist Inhalt und Einteilung der Arbeit wie folgt. Im $1 zeige ich, daß 
die Frage der Lösbarkeit von (3) sich auf die Fälle d = m oder d = mg? reduzieren läßt, 
wobei m eine quadratfreie ganze Zahl, qg eine Primzahl und (g, m) =1 ist. Aus ver- 
schiedenen Gründen, die teils von selbst klar werden, teils später erklärt werden, be- 
schränke ich mich aber nachher nicht auf diese beiden Fälle. Somit dient $ i nur zur 
allgemeinen Orientierung in der Frage, ohne später in Anwendung zu kommen. Im $2 
beweise ich die Sätze von Epstein °) wesentlich einfacher (ohne die Kettenbrüche zu 
Hilfe zu nehmen) und in einer schärferen Fassung. Ein Teil der Epsteinschen Resultate 
lautet: So oft nur die Gleichung (3) lösbar ist, läßt sich aus allen Darstellungen d= A?+B? 
(A, B positiv ganz, (A, B) = 1) eine einzige auszeichnen, die unter allen die Eigenschaft 
hat, daß A ın der Hauptform x? — dy? mit ganzen rationalen relativ primen Zahlen x, y 
darstellbar ist, woraus auch folgt, daß A ein quadratischer Rest mod .d ist. Diese Er- 
gebnisse habe ich für quadratfreie d schon in der Arbeit R.1 angeführt (s. dort Fuß- 
note °”)), und aus dem Restcharakter von A habe ich weitere Folgerungen gezogen. Hier 
werde ich im $ 4 ähnlich schließen. Dazu kommt also aus dem $ 2 nur die Aussage 
„A ist ein quadratischer Rest mod d‘‘ in Anwendung, wobei gleichgültig bleibt, aus welcher 
Darstellung d = A® + B? diese Zahl A genommen ist. Diese Teilaussage läßt sich genau 
so beweisen wie in der Arbeit R. 1, S. 144—147. Noch kürzer läßt sich der Beweis als 
ein Teil des $ 2 zusammenstellen. Epstein nannte das oben erwähnte Zahlenpaar A, B 
(bzw. die Darstellung d = A® + B? selbst) die Hauptdarstellung von d, ich nenne dieses 
Zahlenpaar wegen des Zusammenhanges mit (3) die Pellsche Basıs von d. Darüber 
hinaus enthält der $ 2 einige kleinere Feststellungen. Den Hauptgegenstand dieser 
Arbeit bilden die in den $$ 3 und 4 enthaltenen Sätze; diese meinte ich im vorigen Ab- 
satz, ich verweise des näheren auf die betreffenden Stellen der Arbeit. In der vorliegen- 
den Arbeit werden die erwähnten früheren Sätze über ein quadratfreies d ohne besondere 
Mühe mitbewiesen, und dieser Beweis ist etwas einfacher als der frühere. Die aus den 
$$ 3, 4 entspringenden, sich auf die Lösbarkeit von (3) beziehenden, teils hinreichenden, 
teils notwendigen Bedingungen werde ich im $ 5 ın einer endgültigen Form zusammen- 
stellen. Im $ 6 behandle ich ein Beispiel von Epstein ®) einfacher als er. Als Anwendung 
des Begriffs der Pellschen Basis betrachte ich im $ 7 solche quadratische Funktionen 
ax: +bx + c, die fürx=0, +1, +2,... ausschließlich Zahlen d darstellen, für die 
die Gleichung (3) lösbar ist. 


Durchweg sei folgendes festgelegt: 
Primzahl bedeutet eine positive rationale Primzahl. Mit p, Pr, Pi... werden 
stets Primzahlen = 3 (mod 4) bezeichnet. 


®) Die Häufigkeit der Anwendbarkeit dieser Sätze untersuche ich in einer demnächst in diesem Journal er- 
scheinenden Arbeit: Über einige Mittelwertfragen im quadratischen Zahlkörper. Diese Arbeit wird im folgenden 
mit R.2 zitiert. 

*) P. Epstein, Zur Auflösbarkeit der Gleichung =? — Dy? = —1, dieses Journ. 171 (1934), 5. 243—252., 

5) A.a.0. *), S. 243—248,. 

®) A.a.0. *), S. 248-252, 
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Das Zeichen a® ||b sei durch a’ |b, at! + b erklärt. 


Ist (3) lösbar, so nenne ich wie Epstein d zulässig. Dann ist — 1 ein quadratischer 
Rest mod d, d.h. d ist ein Produkt aus einigen gleichen oder verschiedenen p und 4 4 d. 
Im folgenden beschränken wir uns also auf solche d. Bekanntlich sind dies 
die sämtlichen Zahlen A? + B?, wobei A, B (+ 0) ganz und rational sind und (A, B) = 1 
ist. 


4) 
- 


Sind a, ß ganze Zahlen aus A(t) (i? = —1), so bezeichne ich das vierte Potenz- 


restsymbol ?) FE) mit (Ei Der Bequemlichkeit halber erweitere ich die De- 


finition auch auf den Fall $? =1 + :, & ganz und rational, x = 1 (mod 4), und zwar sei 
a—1 
X — X x x r 
dann | &. —=ı*. Dabei soll auch (>) = (®) [2 selten, wenn die Fak- 
\ ; By i4 p/t yl’is j 
toren auf der rechten Seite einen Sinn haben. 


N bezeichne die Norm im Körper A(:). Ist x ganz rational und ein Pro- 


dukt aus lauter Primidealen ersten Grades in A(:i), gilt ferner | =] -1 für p'NB, 


& x & 
so sel 2 = ei . — Das Symbol (-) ist also für solche ganzen rationalen Zahlen 
N Bla ‚Blis r \yv’a 
x, y erklärt, für die folgendes erfüllt ist: ist ein Produkt aus einigen p; für jedes dieser 
4 — T 
p ist x ein quadratischer Rest; für 2|y ist x = 1 (mod 4). — Da es ;° ii (=) 
21/4 y/a 
für 2|y nicht immer rational. In den Fällen 2+y und 2|y,2=1 (mod 8) hat 
E (= +1) die übliche Bedeutung des ‚rationalen‘ vierten Potenzrestsymbols; ıns- 
y’a 
h x u 
besondere ist dann und nur dann |—}) =1, wenn x ein vierter Potenzrest in A mod p 
pP 4 
bzw. mod 2% ıst, letzteres im Falle p =2 (dann ist also x = 1 (mod 16)). 
u h i Bin; 
Sınd a, b ganze rationale Zahlen und hat das Kroneckersche Symbol = für jeden 
r 


Primzahlfaktor x von b den Wert 1, so soll das Symbol ((<)) den Wert 1 haben. Ähn- 


a 


lich soll ( 7 


) = — 1 das Bestehen aller Gleichungen (“) —= — 1 bedeuten, mit denselben 


a ’ u h . 
x wie vorher. Sonst soll ((*)) keinen Sinn haben, doch werden wir z. B. die Abkürzung 


((*)) *#— 1 benutzen, die natürlich das Nichtbestehen von (>) — — f bedeutet. 


5° 
Ich beweise die folgenden Sätze: 
Satz 1. Ist p|d, p#2, so sind d und dp? (d.h. auch dp*, dp®,...) gleichzeitig 
zulässig oder nicht zulässig. 
Satz 2. /st m(> 1) ganz und rational, so ist dm? dann und nur dann zulässıg, 
wenn alle dp? (p | m) zulässig sınd. 


”) H. Hasse, Bericht über neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahl- 
körper, Teil II, Jahresb. d. D.M.-V. Ergänzungsband VI (1930), 5. 49-—50. 
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Ist nämlich dp? zulässig, so ist offenbar auch d von dieser Art. Ist umgekehrt d 
zulässig und ist 7, U die Fundamentallösung von (3), so liefert die Formel (2) fürn = p 


eine solche Lösung t, u, für die u = pT’”'U + dg ist mit ganzem rationalem g. Im Falle 
p\d ıst also p|u, was oflenbar bedeutet, daß auch dp? zulässig ist, womit Satz 1 
bewiesen ist. 

Ist dm? zulässig (m ganz rational), so ist offenbar auch jedes dp? (p|m) zu- 
lässig. Es seien umgekehrt p,, Pa, - - -, ?, die verschiedenen Primzahlfaktoren von m 
und Jedes dp} (l=1,2,...,k) zulässig. Ferner sei t,, u, die Fundamentallösung der 
entsprechenden Gleichung 

r—dyrWw=—1. 
Dann ist aber t,, p, u, eine Lösung von (3), woraus nach (2) 
t, + p,u, dA=(T+ Uya)" 
folgt, wo T, U wieder die Fundamentallösung von (3) bedeutet und a, eine positive 
ungerade Zahl ıst. Für n = pıPa* ++ px liefert (2) eine Lösung von (3), für die aber 


offenbar p,Pa ** + pr | u gilt, woraus die Zulässigkeit von d(p,Pa ** * Pr)” folgt. Mit Hilfe 
von Satz 1 folgt hieraus Satz 2. 


$ 2. 
Im nachstehenden Satz, den ich jetzt beweisen werde, sind die Teile 1, 2, 3 und 6 
die Sätze von Epstein; Teil 3 rührt teilweise von mir her, wie in der Einleitung schon 
erwähnt. 


Satz 3. 1. Besteht die Gleichung 


(4) (2? — y?)A—2ryB=1 
ın ganzen rationalen Zahlen x, y, A,B(B=+0), so ist 

(5) d= A?’ + B? 
zulässig und 

(6) t = (2° — y”)B + 20 yA, 

(7) u=+(”+%Y) 


liefern eine Lösung von (3). 

2. Auf dem in A. angegebenen Wege entsteht jedes zulässige d und jede Lösung von (3). 

3. Durch d sind die Zahlen |A|, |B| samt der Reihenfolge aus (4), (5) bestimmt; 
ich nenne sie die Pellsche Basis von d, wobei diese Definition sich natürlich nur auf die zu- 
lässigen d bezieht. Immer ist2 + A, (A,B) = 1, und A, — A, 2B, —2B sind in der Form 
X? — dY® mit ganzen rationalen Zahlen X, Y ((X, Y) =1) darstellbar, und zwar gilt 
(mit der Bezeichnung von 1.): 

(8) A=(Ax— By)’ —dy, —A=(Ay+ Br)’ — daR, 

(9) 23 = (Alz+y) + Ble — y))’? —d(x + y), 

— 2B = (A(&— y)— B(z + y)? — die — y)°. 


Insbesondere ist mit geeignetem Vorzeichen + |A| ein quadratischer Rest mod Ad. 

4. Die durch die Pellsche Basis |A|, |B| gelieferten Faktoren A + Bi, A— Bı 
von d=(A + Bi) (A— Bi) sind in einer geeigneten Reihenfolge Teiler von t-+ı und 
t — i, wobei t (zusammen mit u) eine beliebige Lösung von (3) ist. Bei gegebenen d und t 
läßt sich also die Pellsche Basis |A|, |B| bis auf die Reihenfolge der Glieder \A|, |B\ 
einfach aus der Gleichung 
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(10) (A+Bi=(d,t-+ 1) 
bestimmen, wobei beide Seiten der Gleichung als Ideale zu betrachten sind: wenn noch die 
letzte Bemerkung in 3. berücksichtigt wird, so ist auch die Reihenfolge der Zahlen |A |, \B!| 
schon durch (10) bestimmt, ausgenommen den Fall, in dem 2\d und d ein Produkt aus 
lauter Primzahlen = 1 (mod 8) ist. Wenn insbesondere d — dye:, d.h. auch d, zulässig 
ist (d,, e ganz rational), so läßt sich die Pellsche Basis |A,|, |) B,| von d, aus der Pell- 
schen Basis |A|, |B| von d und aus d, durch die Gleichung 


(11) (Au + Bol) = (d„ A + Bi) 


bestimmen, wobei wieder höchstens die Reihenfolge von | A,!, | B,| unaufgeklärt bleibt. 


9. Es seı ein zulässiges d fest gewählt und |A|,|\B| sei seine Pellsche Basis. Die 
Gleichungen (4), (5) sind auch dann erfüllbar, wenn A, B durch | A|,\ B\ ersetzt werden. 


Unter den entsprechenden x, y gibt es ein einziges Paar xy, Yo, in dem @, > 0 und a3 + y3 
möglichst klein wird. Setzt man dann für jedes n —1,2,3 


’ 
/ \ k 
n 
12 ) b) 2 Be \’ | yn—k uk z 2 j 
(12) [,®, w, ) P2 r h 
\ k—1 
n 
(13) g,(v, W, 2) nun Pi 7) zn —k wkz > i 
2tk ’ 


wobei k die geraden bzw. ungeraden Werte von 0,1,2,...,n durchläuft, wählt ferner die 
Werte 


(14) v= (5 —yi)|B| +20Yy|4|, 
(15) v— 25 + Yo, 
(16) = A’ + Bi= d) 


und bezeichnet die so entstandenen Zahlen kurz mit f, und g,, so gilt folgendes: 


Alle Zahlenpaare x, y, die durch (4), (5) mit beliebigen A, B (wofür nach 3. nur 


A=+/Al,B= +|B| in Betracht kommen) d darstellen, sind 
(17) = 24, +12,1Bi +y,\lAl)g,; 


u ) 
(18) y=yfht (,|Al—yu|B|)g, nie 
und die daraus durch Abänderung der Reihenfolge und des Vorzeichens der Glieder ent- 
stehenden Zahlenpaare. 

Bedeutet weiter (x, y)“ das Paar x, y oder y, x, je nachdem a —= 0 oder 1 ist, und 
+ (2, y)" die Paare (x, y)' und (— x, — y)", so gilt des näheren noch folgendes: 
Die Gleichungen (4), (5), (6) werden durch 


(19) Yy)= +, (1), 
(20) A=(—-1)”|jAl, B= (A) |B|, 
(21) EEE a EEE 
erfüllt (a=0,1;b=0,1;n=0,1,2,...), wobei o = —A ist für yy <P, sonst o —=1, 


und t„ (zusammen mit u„) die durch die Formel (2) ausder Fundamentallösung T, U dargestellte 
n-te positive Lösung von (1) bedeutet. (Ähnlich kann man ta,.1, Uanıı die (n + 1)-te positive 
Lösung von (3) nennen. In dieser Terminologie istt, = T,u, = U die erste positive Lösung 
von (1) und auch von (3), die also zugleich die Fundamentallösung ist.) 

6. Besteht die Gleichung (4), so ist sie auch noch nach Ersetzung von A, B durch 
A + 2xym, B+ (® — y’)m (m=0, +1, +2,...)richtig.. Dementsprechend ist jedes 
Zahlenpaar 
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IA + 2xym|, |B+ (2° — y?)m| 
auch eine Pellsche Basis (sie gehört zur Zahl 
d, = (A + 2xym)? + (B + (2? — y?)m)? = d + 2tm + u?m?, 


die also auch zulässig ıst, wobei d, t, u durch (5), (6), (7) bestimmt sind), ausgenommen den 
FallB + (2 — y?) m =0,der nur für A = +1,|2| + |y|=1,m= + B eintrüt, wobei 
das Vorzeichen von m geeignet zu wählen ist. (In diesem einzigen Falle geht das obige 
Zahlenpaar ın 1,0 über, und d, ıst dann gleich 1.) 


Von diesem Satze ist 1., (8), (9) unmittelbar einzusehen. Auch zu 6. brauchen 
wir nur zu bemerken, daß die dortige zweite Form d + 2tim + u?m? von d, auf Grund 
von (5), (6), (7) leicht berechenbar ist. Dann ist noch zu prüfen, wann B+ (2 — y?)m = 
ist. In diesem Falle ist x? — y? | B, woraus wegen (4) = — y?= +1 folgt. Entweder 
ist ao —=0, y= +1 oder 2e= +1, y= (, jedenfalls also xy = 0, woraus nach (4) 
A = +1 folgt. Daraus ist die Richtigkeit von 6. einzusehen. Natürlich bleibt dabei die 
Eindeutigkeitsfrage der Pellschen Basis noch offen, die wir später behandeln. 


Zum Beweis von 2. nehme ich an, daß d zulässig ist und t, u eine Lösung von (3) 
bedeutet. Ich betrachte die Ideale in R(t): 








(22) 6=(d,t+ı), 

(25) ‘= (u,t-+0). 
Aus (3) folgt 

(24) ? +1 = du? 


und hieraus weiter 
(25) Nö=(d,t-+ 1) (d,t—i) = (d?, d(t + i), d(t— i), du?) = d(d, 2i,1t— ı,u?) =d, 
da 2 + u. Ähnlich ist 


(26) Na = u(u, 2i,t—i,du) = |u|. 
Daraus folgt also 
(27) Nöa? = du? = Nlt +1). 


Allgemein gilt nun folgendes: Sind a, a, ganze Ideale in einem algebraischen Zahl- 
körper k, ist jeder Primidealfaktor von a ein Teiler von a,, gehen die verschiedenen 
Primidealfaktoren von a, in lauter verschiedenen rationalen Primzahlen auf, und sind endlich 
die Normen von a, a, einander gleich, so ist a = a,. All dies trifft für a = dad, a, =t+ı, 
k = R(i) wegen (22), (23), (27) zu, woraus 


da?—=(t-+ ı) 
folgt. Setzen wir also mit ganzen rationalen Zahlen x, y, A, B 
(28) “= (2 —yı), 
ee) ö=(B+Ai), 


so Ist 


(— yı? (B+A)=(t +0). 
Die Zahlen A, B in (29) lassen sich so wählen, daß die letzte Gleichung in die richtige 
(Zahlen-)Gleichung 
(30) (ce — yi’? (B+A)=t-+i 
übergeht. Nun folgen aus dieser Gleichung offenbar die Gleichungen (4) und (6). Auch 
(5) folgt aus (22), (29). Dabei ist B + 0, wie es gefordert war, da im Falle 3 = 0 wegen (4) 
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A = +1, d.h. wegen (5) d=1 folgen würde, was unmöglich ist. Endlich folgt (7) 
aus (3) — (6), womit (2) bewiesen ist. 

Es bleibt noch übrig, die Eindeutigkeitsaussage in 3., sowie 4. und 5. zu beweisen. 
Dazu brauchen wir einige Vorbereitungen: 

a. Gelten (4)—(6) außer für x,y,d, A,B,t auch für x,y,d, A, B,,t,, so ist 
A),=A,B,=B,t,=t, ausgenommen den Faäld=1+B:, |z|+\y|=1,A= +1, 
t= + B; auch dann ist aber A, =A,B, = eB,t, = et, wobei e= +1 ist. 

Aus den Voraussetzungen folgt nämlich nach (4) offenbar 

A)h,=A+2xym, B,=B+ (2° — y?’)m, 


wobei m eine ganze rationale Zahl ist; weiter folgt aus der Gleichung (5), die auch für 
A,, B,, d bestehen soll, A + B} = A? + B?. Hieraus erhalten wir leicht 

0 = 2m((2? — y?) B+ 2xyA) + m?(x? + y?)®. 
Ist hier m # 0, was sich offenbar annehmen läßt, da sonst A, = A,B, = B,t, = 1 ist, 
so folgt. nach (6), (7) 





— 2t + mu?, 
wobei für t,u auch (3) gilt. Da (2t,u) =1, ist m = 2tn, wobei n ganz rational ist. 
Es folgt also O=1-+nu?, d.h n=—Ail, u=-+4Ü,d.h ®+y?®=1. Dann ist 
zy=0, 2° —y’= +1, und nach (4) A=2”—y’= +1. Aus (5), (6) folgt dann 
d=1-+ B?,t = (2? — y?)B und nach dem Vorigen 
m=—2t, B,=B-2aı(?” —y)=—B. 
Endlich ist wegen der Gleichung (6), die auch für A,, B,,t, besteht, t, = (2? — y?)B, = —t. 


Ebenso folgt A,=A aus der Gleichung (4), die auch für A,,2, gilt. Damit 
haben wir a. bewiesen. 
b. Die Gleichungen (4)—(6) gelten mit x, y,d, A, B auch für 


+ (2, (1), ad, (— 1A, (— PB. 


Zum Beweis genügt es zu bemerken, daß (4)—(6) richtig bleiben, wenn x, y, A, B, t 
durch — x, — y, A, B,t oder x, — y, A, — B, —t oder y, x, — A, B, —t ersetzt werden. 

ce. Bei festem d und t können die Gleichungen (4)—(6) höchstens für vier verschiedene 
Wertepaare x, y erfüllt sein. (Dies ist im wesentlichen die Umkehrung von b.) 

Wir nehmen zum Beweise an, daß bei festem d und t (4)—(6) mit x, y, A, B auch 
für &,, 41 A], DB, bestehen. Aus (4) und (6) folgt (30), analog gilt also auch 

(31) (1 —Yyıl)? (BR + A ı)=tHri. 
Wegen Gleichung (5), die auch für A,, B, richtig ist, gilt N(B, + A,i) = N (B + Aı). 
Weiter sind B + Ai, B, + A,i wegen (30), (31) Teiler von t + i, woraus (wie bei (27)) 
leicht folgt: (B, + A,ı) = (B + At). Aus (30), (31) erhalten wir also (x, — yı!) = (r—.yı), 
d.h. 2, — yi= “(2 — yı) (k =0,1,2,3), woraus die Richtigkeit von e. folgt. 

Nun sei t„, u„ die durch (2) dargestellte n-te positive Lösung von (1), wobeı also 
t, = T,u, = U zugleich die Fundamentallösung von (1) ist. Dann ıst mit der Bezeich- 
nung von (12), (15): 

(32)  =1,(,u,d), u=8,(, und) n=123...% 


Ich nehme an, daß d zulässig und im folgenden fest gewählt ist. Nach 2. gibt es Zahlen- 


paare x, y, die durch (4)—(6) t =t, darstellen. Davon wähle ich ein bestimmtes x, y. 


Nach b. gibt es unter den acht Zahlenpaaren + (x, (— 1)’ y)" (a,b =0,1) vier solche, 


die durch (4)—(6) t, darstellen, und auch vier solche, die —t, darstellen und nach e. 
Journal für Mathematik. Bd. 173. Heft 4. 27 
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gibt es keine weiteren Darstellungen von +t,. Wieder sind unter diesen acht Zahlen- 
paaren zwei solche, die sich durch geeignete Wahl von x, y als + (x, y) schreiben lassen, 
für die in (4)—(6) A,B>0O und it = ot, ist, wo o ein fester Wert +1 ist. Esist x #0, 
da für x = 0 wegen (4) y= +1,A = —1 ist, während doch A > 0 angenommen wurde. 
Aus den betrachteten Zahlenpaaren + (x, y) ist also das eine gleich x,, %, mit 2, >. 
Das so bestimmte Zahlenpaar x,, %, ist gerade das am Anfang von 5. geforderte, da wegen 
(7) zugleich ©5 + y$ = u, minimal ist. 

Ich führe jetzt nach (12)—(18) die Zahlen x,,y,(n =1,2,3,...)ein. Nach (17), 
(18) ist, da jetzt A,B>0: 

| Yin — Yan tl + Yi)g(B— At). 
Daraus folgt wegen (5): 
(2, —y,D(B+A) = (u, —yYU(B+A)2E +, + Y U? (B— Ai)dg 
+ 2(25 + yo) A], 8,- 

Da 29, Y, in 1. die Zahlen A, B, ot, darstellen, folgen die zu (30) und (7) analogen Glei- 
chungen 


(rn —Yiı®? (B+A)=obh+tı, Strymu, 
wovon wir die letzte schon erwähnt haben. Wir erhalten also 
(2, —y,D’(B+A)=(d, +) + (ot, —i)dgs + 2u,df,g,- 
Wir sehen, daß die Zahlen v, w, z ın (14)—(16) gleich ot,, u,, d sind; somit entsteht bei 
dem Einsetzen in (12), (13) für /,,g, nach (32) gerade das Zahlenpaar 0”t,, 0"-!u, (wo- 
beio = +1 zu beachten ist). Es ist also 


(x, —y,0?’(B+ Aı) =ot, (5 + du;) + 2ou, dt,u, + (2! — du?) ı. 


Wegen (2) ist der reelle Teil auf der rechten Seite offenbar ota„+1, der imaginäre Teil 
(— 1)”, woraus 
(I. — il? (MB +(— IA) =ol— 1)" tor + 

folgt. Durch Trennung von Real- und Imaginärteil sieht man, daß x,, y„ durch (4)—(6) 
die Zahlen (—1)"A, (—1)"B,o(—1)"t&n+ı darstellen. Dies haben wir für 
n —=1,2,3,... gewonnen, ähnliches ist aber auch für n =0 richtig. Nach b. haben 
wir damit die Behauptung über (19)—(21) bewiesen. Somit stellen die Zahlenpaare (19) 
jedes ein+ıle= +i;n =0,1,2,...), d.h. jedes t aus einer Lösung von (3) durch 
(4)—(6) viermal dar, nach e. kommt also für x, % kein anderes Wertepaar in Betracht. 
Da nach (20) alle diese Paare in (4)—(6) die Zahlen + A, + B darstellen und nach a. 
dadurch keine weiteren Zahlen A, B (bei festem d) dargestellt werden, folgt auch die 
Eindeutigkeit von |A|,|B|. Damit sind 3. und 5. bewiesen. Nunmehr folgt leicht auch 
4., zum Teil aus der Bemerkung, daß t in (3) im Falle d = d,e? auch für d, eine Lösung von 
(3) liefert. Damit ist der Satz 3 bewiesen. 


Von diesem Satze heben wir nochmals die in 3. enthaltenen zwei schönen Eigen- 
schaften der Pellschen Basis | A |, | B| von d hervor: die eine ist, daß + A ein quadrati- 
scher Rest mod Ad ist, die andere ist die Eindeutigkeit. Wie ich schon erwähnt habe, 
werden später diese Tatsachen zwei Anwendungen finden ($ 4 bzw. $ 7). Davon wird 
die letztere, die sich auf die Eindeutigkeit der Pellschen Basis stützt, weniger Bedeutung 
haben, während in der anderen die Eindeutigkeit nicht benutzt wird. Doch beansprucht 
meines Erachtens die Pellsche Basis gerade der Eindeutigkeit wegen volles selbständiges 
Interesse, denn diese Eigenschaft bietet eine neue Möglichkeit, auf diesem Wege die 
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zulässigen d zu erforschen. Da ich hoffe, hierauf noch zurückzukommen, füge ich hier 
nur einige einfache Bemerkungen hinzu. 


Ist d zulässig, so läßt sich eine Lösung von (3) folgendermaßen gewinnen. 
Man bestimmt zunächst aus den Darstellungen d = A® + B®? (A, B positiv ganz, 
(A,B) =1,2 + A) diejenigen, in denen + A ein quadratischer Rest mod 4d ist. Von 
diesen Paaren A, B gibt es ein (und nur ein) solches, wofür (4) in x, y lösbar ist. Nach 
Lösung von (4) gewinnen wir eine Lösung von (3) aus (6), (7). Dieser Weg ist inso- 
fern vorteilhaft, als für die Lösung x, y von (4) mit minimaler Quadratsumme x? + 2 
wegen (7) |x |, |y| Syn gilt, wobei u (zusammen mit t) die Fundamentallösung von (3) ist. 
Dieses Verfahren kann im Falle d = p besonders günstig sein, da es dann nur eine Dar- 
stellung p = A? + B?(A,B>0,2 + A) gibt, wodurch die Pellsche Basis bekannt ist. 

Bemerkenswert ist, daß die Gleichung (4) lösbar ist, wenn A, B ganz rational 
sind, 27 A und A® + B? eine Primzahl ist. 

Nun gilt folgendes: 

d. Jedes Paar 1, f(f positiv ganz) und jedes Paar f, 2 (f positiv ganz, 2 + f) ist eine 
Pellsche Basıs. Ist aber e(Z 3) eine ganze rationale Zahl, so gibt es eine positive zu e prime 
ganze Zahl f so, daß weder e, f noch f,e eine Pellsche Basis ist. 

Für eine positive ganze Zahl f genügen nämlich 2=1,y=0,A =1,B=f der 


Gleichung (4). Ist überdies 2 + /, so ist ähnliches für x ni > 4 y= / u ‚A=Jf,B=2 


richtig. In der Tat ist also A, B in beiden Fällen eine Pellsche Basis. 
Beim Beweis der zweiten Hälfte der Behauptung unterscheide ich die folgenden 
drei Fälle: 
1) Wenn e(2 4) gerade ist, so ist wegen der Identität 


e 


nach dem Obigen das Zahlenpaar 1, - die Pellsche Basis von d, die Zahlen e, — — I 


können also in keiner Reihenfolge eine Pellsche Basıs bilden. 
2) Wenn e =e’?, wobei e’(Z 3) eine ungerade ganze Zahl ist, so läßt sich mit der 
Identität 





ähnlich schließen. 

3) Wenn e(> 3) ungerade und keine Quadratzahl ıst, dann soll zunächst q eine 
Primzahl bedeuten, für die n in g"||e ungerade ist. Nach Lagrange gibt es eine positive 
ganze Zahl a so, daß a? + 1 kein quadratischer Rest mod qg ist. Es läßt sich.a sogar so 
bestimmen, daß a durch die übrigen Primzahlteiler von e und durch 4 teilbar ıst. Dann 
ist nach dem Reziprozitätsgesetz 


. —)-(a FH Mn Ps )=-1 


Nach der Identität 

(a +1)((a+e”? +1) =e®+(ae+a?+1)(=d) 
können e, ae + a? +1 in keiner Reihenfolge eine Pellsche Basis bilden, denn dazu wäre 
nach dem Teil 3 des Satzes 3 nötig, daß wenigstens eine der Zahlen e, 2e ein quadratischer 


21° 
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Rest mod S ist, was aber wegen (33) und (a? + 1)|d nicht der Fall ist. Dabei ist noch 


(e,ae-+a?®?-+1)= 1, womit d. bewiesen ist. 

Ich bemerke noch, daß die Zahlen d unter 1), 2) zulässig sind, während dies bei 
3) nicht notwendig der Fall ist. 

Wie wir gesehen haben, kommt jede ungerade positive Zahl als erstes Element in 
einer Pellschen Basis (nämlich in f, 2) vor. Ähnlich kommt jede positive ganze Zahl als 
zweites Element in einer solchen Basis (nämlich in 1, f) vor. Weitere Beispiele sind die 
folgenden: 

Ist f ungerade, mit geeignetem Vorzeichen also f =1 (mod 4), so ist 





‚je > 1 | 
die Pellsche Basis von | 
d=R+ (2) = Gr +67 +1), 
da zei, y--ı Aw f, Be = eine Lösung von (4) ist. Zugleich ist 


! = (25/ +3), u=5 eine Lösung von (3). 


Ist (#0, + 2, +6) eine ganze rationale Zahl, so läßt sich das Vorzeichen von f 
so wählen, daß es eine ungerade Zahl n(> 1) mit n|]f— 2 gibt. Dann ist 


1 . | 
5 IR + 2, N 
die Pellsche Basıs von 


= (FT nr + = 4 + Ans? + PP + Ans af +4), 


daz= ,ya——,/ = 5 (n?f—f-+ 2), B=f eine Lösung von (4) ist. Zu- 


gleich ist i = = (n?f + 2n’?f+f+2n’—2), u=—(n’+1) eine Lösung von (3). 


$ 9. 


Nunmehr behaupte ich: 
Satz 4. /st d nicht zulässig und t,u die Fundamentallösung von (1), für die also 


(34) ? — du’ =1 
erfüllt ıst, so ıst 

(35) Vt+uyd=xP,YP, + yQzVQ, 
und 

(36) ®P,— yQ,%=1, 


wobei X, Y, Pj, Pa, Q,), Qz positive ganze Zahlen, P,, Q, quadratfrei sind und 


(PiPy QıQ) =1, PıPa,Q,Q%,>1, d= P,PQ,% 
ist. Alle diese Zahlen sind durch d eindeutig bestimmt. Darüber hinaus gult noch: 


(7) (25) (a0) =" 
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Sa) “ 
(38) (=: 
weiter (2 +4 x und) 
Pi Je} 
(99) (2 z) 
wobei e= —A, wenn 2|Q, und 2 ||y, sonst e=1 ıst. 


Bemerkung. Aus diesem Satze interessiert uns hauptsächlich (37), (38), worauf 
wir noch zurückkommen. 

Beweis. d sei nicht zulässig und t, u die Fundamentallösung von (1). Dann gilt 
(34), das sich auch in der Form 


( +1) (t—1) = du? 
schreiben läßt. Offenbar ist 2 +1, woraus (t +41, t—1) =2, also 
(40) t+1=2r" P,P}, t—1 = 2y°Q0,0 


folgt, wobei x, y, P,, Pa, O1, Oz positiv ganz sind, und d = P,Q0, P303. Wir können P,, 0, 
quadratfrei annehmen, wodurch die geforderte Eindeutigkeit gesichert ist. Aus (40) 
folgt durch Subtraktion (36), und (35) ist richtig wegen (34). Aus (36) ersieht man auch 
(P, Pa, 010.) =1. PıPz =1 ıst unmöglich, da dann d = 0,03 und somit nach (36) 
x°—dy?® =1 wäre. Da aber t, u die Fundamentallösung von (1) ist, wäre Sr, was 
wegen (40) und £> 1 unmöglich ist. Auch 0,0; = 1 ist nicht möglich, da sonst wegen 
(36) da? — y?® = 1 wäre, obwohl d nicht zulässig ist. Wir haben also auch P, P,, 0,0, > 1 
bewiesen. 

Aus (36) läßt sich (37) gleich ablesen, nur derjenige Teil von (37) ist besonders zu 
prüfen, der sich auf den eventuellen Primzahlfaktor 2 in den Nennern bezieht. Wegen 
Aydist 2+ P,0s,; nur die Fälle 2/)P,,2/0, sind also zu untersuchen. Im ersten 
Falle folgt aus (36) 27 2,9?Q,03=1(mod8), d.h. Q, =1(mod 8). Im zweiten 
Falle folgt ähnlich 2 |y, ?}, =1 (mod 8). (37) ist also in allen Teilen richtig. 

Wir brauchen nur noch (38), (39) zu beweisen. Dazu werden wir nur (36) in Be- 
tracht ziehen. Da sowohl dies, als auch die zu beweisenden Tatsachen ungeändert 
bleiben, wenn wir das Vorzeichen von x, y abändern, lassen wir bei diesem Beweis die An- 
nahme x, y> 0 fallen. Und zwar setzen wir im folgenden voraus, daß x = 1 (mod 4) 
und für 24 y auch y=1 (mod 4) ist. 

Wir setzen 


(41) Pk,=2"P, =?7Q, y=!y, 
wobei 2°|| P,, 2’|l@,, 2°|y ist. Dann ist 
= 
P,/a 2/A\P/a 


4 —1 ._ Dat 
Der erste Faktor ist hier ı * "et 1) 6 e wobei zu berücksichtigen ıst, daß 
2|P, für a #0 ist, woraus wegen (37) Q, =1 (mod 8) folgt. Der zweite Faktor läßt 


sich durch 
er es 
P, ı\P, 
P,—1 


i . ’ —1 
ersetzen, wobei der erste Faktor wegen (36) gleich (5 ) — (—1) * , der zweite 
0 


Faktor wegen (41) gleich 
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van) = (ve Io ET 


ist, und diese Umformung ist auch dann richtig, wenn 2|y oder 2| , ist, da in diesen 
Fällen nach (36) und (41) a= O0 bzw. c= 0 und eine Potenz mit dem Exponenten 0 


gleich 1 zu nehmen ist, ungeachtet der Basis der Potenz. Der mittlere Faktor des letzten 

Pi—1 va, 
Produkts ist wegen (36) gleich 1, die anderen zwei sind (— 1) ® “ bzw. (—1) 3 
Aus all diesem erhalten wir 


Qı—1 P—1l Pi—l v9—1 
u I 
($) ER (—1) 8 4 8 S j 


P,/a 


Dieser Exponent kommt nur mod 2 in Betracht, somit läßt sich die Summe des ersten 
an 20,05 — 1 ’ 
und vierten Gliedes durch va — a ersetzen. Ist a=#0,d.h. 2|?,, so läßt sich 


der letzte Zähler durch ?, — 2 ersetzen, da beide Zahlen wegen (36) kongruent mod 16 
sind; ıst aber a = 0), so ist diese Ersetzung natürlich auch durchführbar. Auch das dritte 


Glied im vorigen Exponenten läßt sich durch Br c ersetzen, da im Falle c # 0 wegen 


(36) 2+ P,, d.h. ?, =1(mod 4) ıst. Dieser Exponent geht dann in 
Ri, Ahoi, , A, 


über. Nun ist dies stets eine gerade Zahl. Denn entweder ist a =1. Dann folgt wegen 
(36), (41) e=0, und dies bedeutet, daß das mittlere Glied verschwindet und die zwei 
anderen gleich sind. Oder es ist a=0. Dann ist die Summe der nichtverschwinden- 


den Glieder gleich . (1 + c). Dieses Produkt ist auch gerade, da ım Falle ?, =5 


(mod 8) wegen (36), (41) ce=1 ist. Damit ist (38) bewiesen. 
Zum Beweis von (39) machen wir folgende Umformung, wobei wieder zu berück- 
sichtigen ist, daß im Falle 5b #0, d.h. 2|Q,, wegen (37) P,=1 (mod 8) ist: 


RT Er Rn 
Q,/a 2 4 \Qya Qo /Aa\Q 7 
Der mittlere Faktor ist wegen (36) gleich 1, der dritte Faktor gleich 
)-2)(&) 
xP, zP/J \xP,} 


zpi—1 


Hierin ist der erste Faktor gleich (—1) ® , der zweite Faktor wegen (36) gleich 
— N 
| .; Somit folgt 


2 En 
Der Exponent läßt sich durch u b ersetzen, da für b # 0, wie schon erwähnt, 


2 2 
P, = (mod 8) ist. Der letzte Ausdruck geht nach (36) in u, über. Nun sind 


die folgenden Fälle möglich: 1) b=0; 2) b =1,d.h. 2||Q, und wegen (36) 2|y. Im 
Falle 1) ist der obige Ausdruck gerade, im Falle 2) ist er gerade oder ungerade, je nach- 
dem 4|y oder 4.4 y ist. Damit ist (39) und Satz 4 bewiesen. 
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$ A. 
Es sei nun d zulässig. Ich wähle dann nach dem Teil 3 von Satz 3 zwei ganze 
rationale Zahlen A, B so, daß 


(42) = A! + B® ((A,B)=1, 2rA) 
und A ein quadratischer Rest mod Ad ist, d.h. jedenfalls 
TA 
(43) (,)=1 ia. 
Sind a, ß ganze Zahlen aus A(i) und (a, $) = 1, so setze ich 
Na\ (NpB\" 
4) (Pa = | ß ). | & ). 
Aus dieser Definition folgen die Regeln: 
(45) (PR, 
(46) (ap, Y)a = (a, Y)a (P, Ya; (%, Py)a — (9, P)a (%, Yla- 


Es sei nun entweder & primär, d.h. (1 + :)?|x —1, oder x ein Produkt aus einer 
primären Zahl und einer Potenz (1 + i)” (e positiv ganz) und ß primär. Dann gilt 


(47) Bd = (5), 


wobei der Strich die konjugierte Zahl in A(i) und der Index ı das zweite Potenzrest- 
symbol in A(i) bezeichnet. Natürlich ist hier (x, $) = 1 anzunehmen, da sonst (47) 
sinnlos ist. 

Es genügt, (47) wegen (46) nur für den Fall zu beweisen, daß a ein Primideal 
ist. Übrigens werden wir (47) in anderen Fällen nicht brauchen. 

Istx =1 + i, so folgt nach der Definition und den Grundeigenschaften der Potenz- 
restsymbole: 


5). E= in -( Bl . 


In diesem Falle ist also (47) richtig. 
Wenn x primär ist, so folgt nach dem Reziprozitätsgesetze in AR(1)°): 


(%, Pla = hr un £4 Fi (a ? | ). | a) | "). (3 \: 


Das Produkt des ersten und dritten Faktors ist gleich 1, die übrigen zwei Faktoren sınd 
einander gleich, woraus (47) folgt. 

Wir bestimmen nun das Vorzeichen von A und Bin (42) so, daß 

(48) ö6=A+Bı 
den Fällen 2 + d, 2|d entsprechend gleich y bzw. (1 + i)y ist, wobei y jedesmal eine 
primäre Zahl aus AR(i) ist. Bei dieser Wahl von A, B bleibt (43) in Gültigkeit. Eine 
Änderung des Vorzeichens von A kann nämlich dort nur die Primzahl p = 2 berühren, 
und zwar nur im Falle 2|d. Dann ist wegen (1 + i)?|y— A auch 41 + Jyy— (l +1), 
d.h. 4|ö— (1 +1), woraus nach (48) A = 1 (mod 4) folgt. In diesem Falle geschah 
also die Wahl des Vorzeichens von A in (48) gerade so, daß dabei (43) für p = 2 gültig 
ist (natürlich gilt dann zugleich A = 1 (mod 8)). 


8, Vgl. Hasse, a. a. 0.°), 5. 106. 
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Nunmehr bedeute x einen Primidealfaktor von ö in AR(i), und zwar sei x primär 
oder x —=1-+ 1. Man setze 


(49) b=mBß, 


wobei e(Z 1) und f durch n*||ö bestimmt sind. Unser Ziel ist jetzt, (x, 8), zu berechnen. 
Dazu setze ich mit ganzen rationalen Zahlen a,b, x,y, X, Y: 


(50) y=aHbi, 

(51) n=tH+yYi, 

(52) A A 7 
TT 


Gleichung (52) bezieht sich nur auf den Fall za +1-+ i, während y die vorige Be- 
deutung hat. 
Erste Fall: a#1-+ 1. Ich erkläre dann x durch 


(53) = n.%. 


Durch Anwendung von (47) auf (r,), = (x,r)5 erhalten wir 





’ ’ rve—l 

5, pe... Tom it =) 

Be = (*),=( n JFi\nli 
Für den zweiten Faktor besteht nach (51) 

5 =) _ fe) _ Be 

(55) e,-),- z + yui 
Hier ist aber 

m x 

ae, \; - -) Ben: 


Denn für die Primzahl p mit z|p gilt, weil p = x?” + y? und z primär, d.h. 2 + x ist, 


offenbar 1 = (2) — (=). und das letztere Symbol ist gleich der linken Seite von 


(56). Wegen (56) folgt aus (55) 


on 2-2) 


Wegen (51), (52), (53) ist der erste Faktor in (54): 
(A-1) _ (*X=eft 
+ yı z + yi Ji 
wobei wieder (56) angewandt wurde. Nach Addition des Yi-fachen Nenners zum Zähler 


erhalten wir daraus 


\ 


\w 


D 





Errı 


z + yı 
Hier können wir statt des Nenners wieder p schreiben, während der Zähler wegen (50), 
(51), (52) gleich a ist. Dies und (57) liefert, in (54) eingesetzt, 


(58) (m = (4) (>). 


Ist nun 2 4 d, so ist ö = y und nach (49), (53) # = a, weiter nach (48), (50) A = a. 
Wegen (43) ist also der erste Faktor in (58) gleich 1, woraus 
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(59) (7, Bl = (+) 


folgt, wobei ich wiederholen möchte, daß p durch z|p definiert ist. 

Ist aber 2|d, so ist ö = (1 + i)y und nach (49), (53) $ = (1 + 1)a. Aus (46) 
folgt also 

(60) Pa = all, = 1 +1, RR): 
Statt des ersten Faktors können wir (1 + i, x); setzen. Hierauf und auf den zweiten 
Faktor können wir dann (47) bzw. (58) anwenden. Daraus folgt 


er BE e—1 
(61) 9) (EZ) 
Für den mittleren Faktor können wir (2) schreiben, dann ist das Produkt der zwei ersten 
Faktoren 
P=#) 
n Si 
Wegen z|y ist nach (50) — ai =— b (mod r); daher geht das letzte Symbol in 


ws 
pP 
über. Wegen ö = (1 + ı)y ist Jetzt nach (48), (50) A= a —.b, so daß man nach (43) 
den Wert 1 erhält und somit aus (61) wieder (59) entsteht. 
Zweiter Fall: a =1 + ı. Dann ist 2|d, ö = (1 + i)y und nach (49) e = 1, ß 
Aus (47) folgt also 
(a, = +, = (), 


/ 
Wegen (50) hat dieses Symbol den Wert °) 
a——1 
1)“ 
Wie wir gesehen haben, ist (für 2/d immer) A=a—.b, weiter folgt aus (43) A = 1 
(mod 8). Die letzte Potenz ist also gleich 1, d.h. es ist auch (z, ß), =1. Dae= 1 ist, 
sieht man, daß (59) auch jetzt, d.h. unbeschränkt gültig ist. 

Nun behaupte ich die folgende Verallgemeinerung von (59): 

Satz 5. d sei zulässig und d = Pg eine beliebige Zerlegung von d in zweı relativ 
prime positive ganze Faktoren. Es sei P = pp ++» p,!, wobei Pp,,Py+-.,P, die ver- 
schiedenen Primzahlfaktoren von P und a,,Ads,...,qa, positiv ganz sind; weiter sei 
Ps, =PıPa**"pı- In der Darstellung d—= A’ + B? sollen die relativ primen ganzen 
rationalen Zahlen A, B so gewählt werden, daß A + Bi primär oder das (1 + ı)-fache 


einer primären Zahl und (5) —1 (p|d) ist; A,B lassen sich z. B. so wählen, daß 


IAl,|B| die Pellsche Basis von d ıst. Endlich sei 
s=A+B, u. =, Ak e1,2..,0, y=lg,d). 


Dann ist 


9) Vgl. Hasse, a.a. 0.7), 5. %. 
Journal für Mathematik. Bd. 173. Heft 4. 28 
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(62) (Pe) /I er), un (572) 


Yy 
Bemerkung. Die Potenzrestsymbole verstehen wir später im multiplikativen Sinne, 


. ym& 
d.h. z.B. (2)4= (> # wenn z£, y, 2 Zahlen aus A(i) und xz*, y ganz sind. Schon (62) 
ist so zu verstehen. Wir sehen auch, daß der zweite Zähler in (62) zu r; relativ prim ist. 
Im Falle 2.4 d ist das Vorzeichen von B willkürlich, nicht aber im Falle 2|d. 

Beweis. Wir haben bereits gesehen, daß die Forderungen für die Wahl von A und 
B realisierbar sind. Wir wenden (59) auf den Fall n =n;, an, wobei also jetzt e = a; 


und 


k=1 


l 
P=yll'a 


zu setzen ist, wobei der Strich am Produktzeichen bedeutet, daß der Wert j = k aus- 


zulassen ist. Damit dieser Anwendung nichts im Wege steht, können wir x; durch eine 
primäre Zahl bzw. durch 1 + ı repräsentieren und auch y durch ein Produkt aus solchen 


Zahlen, was für das Bestehen von (62) offenbar gleichgültig ist. Wenn wir die linke 
Seite von (59) gleich nach (46) umformen, so erhalten wir 


I ” 2 
(tr, Mall (Tr, 7). = (a) ? 


k 
wobei stets (x, 2), =1 zu setzen ist. Durch Multiplikation über k =1,2,...,lent- 
steht nach (46): 


L r ) 
(Ar 7, Yy) TI, (u, 7)’ = (372) 


Hierauf wenden wir (44) an. Dies können wir (formal) auch mit den Faktoren 
(x, 2), (= 1) tun, wodurch dann solche Produkte yy-! auftreten, bei denen y sinnlos 
ist, die aber später von selbst herausfallen. So erhalten wir: 

la LINE (5 

\ ma la ma \pp') 
Hier führen wir ım ersten Produkt die Multiplikation über k, im zweiten die über j aus; 


dann entsteht 
2 a LTE. (22 
(- 4 \TT Tg + + + lid Fi n;J;a la PPpz'Y 


1 k=1 
Wenn wir hier noch k statt 7/ schreiben und zum Reziproken übergehen, erhalten wir 
(62), womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 5 hat nur vorübergehende Bedeutung, da wir, wie schon erwähnt, solche 
Bedingungen suchen, die die rationalen Primfaktoren von d enthalten. Nun kommen 
zwar auch in (62) nur die Primidealfaktoren von d vor, diese Primfaktoren sind aber 
noch nicht unmittelbar durch d bestimmt, da von zwei konjugierten Primidealen jedes- 
mal ein solches zu nehmen ist, das in A + Bi aufgeht. Unter Umständen, d.h. für 
geeignete Zerlegungen d = Pg kann es aber vorkommen, daß die Symbole ( ),, in (62) 


durch Symbole ( ), ersetzbar sind, und zwar dann, wenn die linke Seite sich als ein 
Produkt aus solchen Faktoren 
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schreiben läßt, die alle reell sind (x ganz rational, a positiv ganz, x Primideal in 
R(i)). Dies bedeutet nämlich, daß jedesmal x* ein quadratischer Rest mod x ist, und 
in diesem Falle läßt sich dieses Symbol durch 


7): 


ersetzen, wobei z | p ist. Die aus (62) so entstehenden Bedingungen werden dann in 
obengenannter Hinsicht nichts zu wünschen übrig lassen. 

Bevor wir diesen Weg einschlagen, will ich folgendes bemerken. Wir hatten die 
Gleichungen (62) aus den Gleichungen (59) (durch Multiplikation) erhalten, und diese 
sind auch in jenen enthalten, so daß also (59) und (62) im wesentlichen äquivalent sind. 
Die angekündigte Umformung wird aus (62) ein Gleichungssystem herstellen, das ich 
für den Augenblick mit (62’) bezeichne (dies enthält natürlich eventuell weniger Gleı- 
chungen als (62)). Ähnlich ist (59’) zu verstehen. Selbstverständlich enthält (62’) das 
System (59). Nun ist zwar (62) eine Folgerung aus (59), doch gibt es solche d, für die 
(62’) keine Folgerung aus (59) ist. Es kommt sogar vor, was ich später an einem Bei- 
spiel zeigen werde, daß (59) leer ist, d. h. die genannte Umformung für keine Gleichung 
des Systems (59) möglich ist, während zur selben Zeit (62’) nicht leer ıst. Das bedeutet, 
daß es ein wesentlicher Schritt war, von (59) auf (62) zu schließen. 

Wir hätten auch dann eine schwächere Schlußfolgerung erhalten, wenn wir ın 
diesem Paragraphen nur solche d in Betracht gezogen hätten, die von der Form m oder 
mp” sind (m quadratfrei, p + m, p + 2), obwohl diese Einschränkung wegen der Sätze 
1 und 2 völlig berechtigt erschienen wäre. Auch hierfür werde ich später ein Beispiel 
angeben. 

Nunmehr beweise ich den folgenden 

Satz 6. d sei zulässig und d= PQ eine beliebige Zerlegung von d ın zwei relativ 
prime positive Faktoren. P, bzw. P, bedeute das Produkt der verschiedenen rationalen Prım- 
faktoren von P, die in P in einer ungeraden bzw. geraden Potenz vorkommen, und ähnliches 
bedeute Q,,Q0, bezüglich Q. Dann gut: Sobald nur 


or E--E)- 


ist, ıst auch 


(64) (>), | 8), P) = >) | 


Beweis. Wir wenden auf die hier gegebene Zerlegung d = PQ die Gleichung (62) 
an, für die wir gleich (63) voraussetzen. Statt der dortigen ?,,g sind Jetzt P,P,,Q zu 
nehmen, es entsteht also 


 pı-ı | IP(P. P.\% 2 
(65) [- Een) II\ u 2") . an -,) 
y lad 4 T i4 P(P,P;) 


wobei jetzt y ein ganzes Ideal aus A(i) ist, ohne konjugierte Primfaktoren, mit der Be- 
dingung Ny =, während 7,0 (k=1,2,...,!) die gleiche Bedeutung haben wie 
im Satz5. (Hier kommt es nicht darauf an, wie die Primidealfaktoren von y und die 7; 
unter ihren konjugierten ausgewählt sınd.) 

Für den Augenblick bedeute x einen Primidealfaktor von y aus A(t), und es seı 
z\|y. Der erste Faktor in (65) ist, vom Exponenten — 1 abgesehen, das Produkt aller 














_ 
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Ist 24e, d.h. 7|Q,, so kann man hier wegen des ersten Teils von (63) Nr statt z und 
gleichzeitig ( ), statt ( ),, schreiben. Im Falle 2|e kann man ähnlich vorgehen, wenn 


, 2 
man (5), für (>) — — 1 als (5), definiert. In dem ersten Faktor dürfen wir also 


Ny=0@ statt y und gleichzeitig ( ), statt ( ),, schreiben, wenn wir die multiplikative 


4 4 


Eigenschaft & == & (=) für (y,2) =1 auch bei den jetzt verallgemeinerten 
yz2la yla\zl/a 
-Symbolen aufrecht erhalten. 

Nach dem zweiten und dritten Teil von (63) können wir die übrigen Faktoren auf 
der linken Seite von (65) ähnlich umformen, da die betreffenden Zähler in den Fällen 
7) P, und n;| P,, denen 2|ja, bzw. 2.7 a, entspricht, bis auf Quadratzahlfaktoren 
gleich P,Q, bzw. P,;Q, sind. 

Aus (65) folgt also mit der Bezeichnung Nr, = pr: 


r P,P\ r ne Bi 2 
ae | Q ./1 Pı re 


k=1 





wobei wir ım ersten Faktor den Exponenten — 1 fortlassen konnten, da dieser Faktor 
gleich + 1 ist. (Wir sehen übrigens, daß (63) nicht nur hinreichend, sondern auch not- 
wendig für die jetzt gemachte Umformung war.) 

(66) läßt sich folgendermaßen vereinfachen. Der Nenner auf der rechten Seite 
ist nach Fortlassen von vollständigen Quadratfaktoren durch P, ersetzbar. Dann 
verändern wir den Zähler unter dem Produktzeichen durch Fortlassen von Faktoren, 
die vierte Potenzen sind. Um dies einfach machen zu können, bezeichne ich mit 
n.(e=1,2,3,4) das Produkt derjenigen Primzahlfaktoren von ?, für die a. =e (mod 4) 
ist. Dann läßt sich ? offenbar durch n,nn3 ersetzen, während P, =nınz, P, = Nan; 
ist. Zugleich dürfen wir in (66) statt a; jedesmal das ihm mod 4 kongruente e schreiben, 
und gleichzeitig multiplizieren wir die Faktoren, die zu demselben e gehören. Endlich 
läßt sich O = Q,m? setzen, wobei m eine positive ganze Zahl ist. Dann geht (66) ın die 


folgende Gleichung über: 


4 5) un 
((Brrarens) II Q,m?n,n3ni(n,nenzn;) 2 ; 
Q,m? Ja Ne 4 Py 


e=1 
Nach dem quadratischen Reziprozitätsgesetz läßt sich m? streichen, die linke Seite ıst also 
a rn Pe 
a A\nm hı\m h\n, h\nm, 
Dies unterscheidet sich wegen n,n3 = P|,Nan, = P, von der linken Seite von (66) 
nur durch den Faktor 


Fe) m (?2®) v. a) u (53) 

Free a > Bi a 

Da die rechten Seiten der obigen Gleichung und von (66) sich ebenfalls voneinander 
nur um diesen Faktor unterscheiden, ist (66), d.h. der Satz 6 bewiesen. 

Wir hatten beim Beweis aus (62) die Gleichungen (64) erhalten, die unter den 
Bedingungen (63) bestehen sollen. Derselbe Weg hätte, auf (59) angewandt, zu einem 
System geführt, das von (64) diejenigen Gleichungen enthält, in denen ?, P, eine Prim- 
zahl ist. Wenn nun z.B. d = p,PsP3Pa Ist, wobei p,, Pa, Ps, Pa verschiedene ungerade 
Primzahlen sind, von denen jede quadratischer Nichtrest von jeder anderen ist, so sieht 
man leicht, daß jetzt unter den Gleichungen (64) keine solche vorkommt, ın der P,P, 
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eine Primzahl ist. Da nämlich d quadratfrei ist, ist ?, = 0, = 1, P,Q, =d; wenn also 
dabei ?/, eine Primzahl ist, kann die Bedingung (63) nicht bestehen. Dagegen ist das 
System (64) nicht leer, da (63) z.B. für ?, = pP», (ı = PsPpı erfüllt ist. Und zwar ist 
die entsprechende Gleichung des Systems (64) eine solche, die offenbar nicht identisch 
besteht. Mit diesem Beispiel ist gezeigt, daß der Übergang von (59) zu (62) ein wesent- 
liches Glied unserer Schlußkette war. 

Selbstverständlich sind die Gleichungen (64) im allgemeinen voneinander nicht 
unabhängig, worauf ich später noch näher zurückkommen werde. 


5. 

Die Sätze 4 und 6 lassen sich als hinreichende bzw. notwendige Bedingungen für 
die Zulässigkeit von d formulieren. Um dies bequemer machen zu können, setze ich 
folgendes fest: 

Ich bezeichne mit e bzw. f das Produkt derjenigen verschiedenen Primzahlen, die 
in d ın ungerader bzw. gerader Potenz aufgehen. Dann ist e> 1,2 .+f. Ich nenne ein 
Zahlenpaar a,b eine d-Zerfällung, wenn a, b positiv ganz sind und ab =e. Die d-Zer- 
fällungen a, b und db, a sind als nıcht verschieden zu betrachten. 

Ein Zahlentripel a, b, c nenne ich eine ergänzte d-Zerfällung, wenn a, b eine d-Zer- 
fällung und c ein positiver Teiler von f ist, wobei die Reihenfolge von a und 5b wieder 
unberücksichtigt bleiben soll. Die ergänzte d-Zerfällung a, b, 1 soll von der d-Zerfällung 
a,b als nicht verschieden gelten. Wenn Mißverständnisse nicht zu befürchten sind, 
sage ich statt ergänzte d-Zerfällung einfach nur d-Zerfällung, wenn es dagegen nötig 
wird, nenne ich die übrigen d-Zerfällungen gewöhnliche d-Zerfällungen. 

Die d-Zerfällungen bilden eine abelsche Gruppe G@ nach der Zusammensetzungs- 
regel 

(a,b, c) (a,,b,,c,) = (aa,), (bay), (ccı), 
wobei die Klammern auf der rechten Seite das Streichen der Quadratzahlfaktoren be- 
deuten. Die gewöhnlichen d-Zerfällungen bilden eine Untergruppe g von G. G ist vom 
Typus (2,2,...,2), das Einheitselement ist 1,e,1(=e,1,1). Letzteres nenne ich 
auch die uneigentliche d-Zerfällung, während die übrigen die eigentlichen d-Zerfällungen 
sind. Die Ordnung von G bzw. g ist 2’””"" bzw. 2°", wobei v und . die Anzahl der Prim- 
faktoren von ef bzw. e bezeichnen. 

Die d-Zerfällung a,b, c heißt von der 2. Art, wenn 


WE): 


ist. Insbesondere ist also die d-Zerfällung a, b (=a,b, 1) dann und nur dann von der 2. Art, 


u Ga) 


ist. Auch die uneigentliche d-Zerfällung ıst also von der 2. Art. 

Wir behaupten, daß die d-Zerfällungen 2. Art eine Gruppe 6, bilden, woraus dann 
folgt, daß auch die gewöhnlichen d-Zerfällungen 2. Art eine Gruppe 8, bilden, die der 
Durchschnitt von g mit G, Ist. 


Zwei d-Zerfällungen können nämlich stets in der Form 


| AB,CD,EF; 4A, = AC, BD, EH 
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angenommen werden, wobei A, D,..., H positiv ganz sind, ABCD=e, EFH|f. Die 
zusammengesetzte d-Zerfällung ist dann AA, = BC, AD, FH. Sind nun 4,4, von 


der 2. Art, so ist (man beachte, daß (>) -, (2) — 1 äquivalent (7) — 4 ist): 














(ae) (ae) (ER) = (N) 
(ee). (2) 
(een) = 2) (sen) =. (een) = 


(2) 4 (= 


Die zu beweisenden Gleichungen lauten: 
| 








A D B C | 
(22) 1, (302) 4 
F ’ H 
Diese insgesamt achtzehn Gleichungen nenne ich der Reihe nach kurz 11, 12,..., 16; 
21,...5...,96. Aus den Gleichungen 13,23 folgt für p|A 
(CDEF| _ , (BDER) _,. 
p p 
Daraus entsteht durch Multiplizieren offenbar 
| u 
zu 


was gerade die Richtigkeit der Gleichung 31 bedeutet. Ähnlich folgen die Gleichungen 
32,33,34 der Reihe nach aus den Gleichungspaaren 12, 22; 14,21; 11,24, während 
die Gleichungen 35, 36 nichts anderes als die Gleichungen 16, 26 sind. Damit ist die 


Behauptung bewiesen. 
Nun lauten die angekündigten Sätze so: 


Satz 7. Ist 


o ()--i 


(woraus folgt, daß es keine d-Zerfällung a, b,c von der 2. Art mit c> 1 gibt) und ist für 
jede eigentliche d-Zerfällung a,b (=a,b,1) von der 2. Art 


on A -- 


so ist d zulässıg. 
Satz 8. Gibt es eine d-Zerfällung a,b,c von der 2. Art, für die 


on 1, - 


gilt, so ist d nicht zulässig. 
Bemerkungen. Der Satz 7 ist natürlich so zu verstehen, daß d auch dann zulässig 
ist, wenn (67) besteht und es keine d-Zerfällung a, b (= a, b, 1) von der 2. Art gibt (vgl. 
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unten Satz 9a). Da nach einem älteren Satze von mir das Fehlen der eigentlichen d-Zer- 
fällungen a, b der 2. Art bedeutet, daß es in der (im engeren Sinne genommenen) abso- 


luten Klassengruppe des Körpers R(/d) keine durch 4 teilbare Invariante gibt, und (67) 
bedeutet, daß im Körper R(Yd) = R(Ye) die Primzahlfaktoren von f unzerlegbar sind, 
so folgt aus Satz 7 der folgende 
Satz 9. Gibt es in der absoluten Klassengruppe des quadratischen Zahlkörpers R(\d) 
keine durch 4A teilbare Invariante und zerfällt kein Primzahlfaktor von d in diesem 
Körper voll (d.h. in ein Produkt von zwei verschiedenen Primidealen), so ıst d zulässig. 
Nachher werde ich die folgende merkwürdige Tatsache beweisen: 


e. Ist (7) + —4, so gibt es wenigstens eine eigentliche d-Zerfällung 2. Art. 

Umgekehrt gilt also, wenn es keine solche d-Zerfällung gibt, auch (67), und somit 
erhalten wir den folgenden besonderen Fall von Satz 7, der eine wörtliche Verallge- 
meinerung eines älteren Satzes von mir ist (dieser war nämlich bisher nur für quadrat- 
freie d bekannt): 

Satz 9a. Gibt es keine eigentliche d-Zerfällung 2. Art, so ıst d zulässıg. 

Dazu ist zu bemerken, daß, wie man leicht feststellen kann, die Sätze 9 und 9a von- 
einander nur insofern abweichen, als die im Satze 9a umfaßten Fälle im Satze 9 anders 
charakterisiert wurden. 

In der Arbeit R. 2 werde ich beweisen, daß (68) nur dann für alle eigentlichen d-Zer- 
fällungen a, b von der 2. Art erfüllt sein kann, wenn ihre Anzahl höchstens 3 (d.h. 
die Ordnung von g, höchstens 4) ist. Dies bedeutet nach meinem oben erwähnten Satze 
weiter, daß dann die Anzahl der durch 4 teilbaren Invarianten in der absoluten Klassen- 


gruppe des Körpers R(Yd) höchstens 2 ist. Auch hier bemerke ich also folgendes (die 
Arbeit R. 2 wird in dieser Richtung für quadratfreie d nähere Untersuchungen enthalten): 
Die Anwendbarkeit des Satzes 7 hört völlig auf, wenn es in der absoluten Klassen- 


gruppe des Körpers R(/d) wenigstens drei durch 4 teilbare Invarianten gibt. (In der 
Arbeit R.2 wird sich übrigens herausstellen, daß dieser Fall ziemlich selten eintritt.) 

Beweis des Satzes 7. Wir nehmen an, daß sowohl (67) als auch (68), letzteres für 
jede eigentliche d-Zerfällung a,b von der 2. Art, erfüllt wird und d trotzdem nicht zulässig 
ist. Dann sind (mit den Bezeichnungen des Satzes 4) (37), (38) erfüllt, weiter ist P\Q, = e, 
und die verschiedenen Primzahlfaktoren von P,0, stimmen mit den Primzahlfaktoren 

i u or | PR e 

von füberein. ?, = 1 ist nicht möglich, da dann Q, = eist, woraus nach (37) (3) =1, 
d.h. wegen (67) P, =1 folgt, obwohl P,P, > 1 sein soll. Ähnlich folgt auch die Un- 
möglichkeit von Q, =1. Es ist also P,,Q, eine eigentliche d-Zerfällung, die außerdem 


von der 2. Art ist, da aus (37) 
(2-2) 


folgt. Wegen (38) haben wir also einen Widerspruch zu (68), woraus die Richtigkeit des 
Satzes 7 folgt. 

Der Satz 8 ist offenbar nichts anderes als die Umkehrung des Satzes 7, da die 
dortigen P,,@,, P, gerade der Definition der d-Zerfällungen entsprechen. 

Beweis von e. Dabei stütze ich mich auf eine frühere Arbeit!P) von mir. Ich nehme 

10) ]. Rödei, Arithmetischer Beweis des Satzes über die Anzahl der durch vier teilbaren Invarianten der ab- 


soluten Klassengruppe im quadratischen Zahlkörper, dieses Journ. 171 (1934), 5. 55—60. Diese Arbeit wird im 
folgenden mit R.3 zitiert. 
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an, daß es keine einfache d-Zerfällung a, b(= a, b, 1) von der 2. Art gibt, da sonst die Be- 
hauptung richtig ist. Dies bedeutet in der Sprache der Arbeit R. 3, daß es keine eigentliche 
„D-Zerfällung‘ 2. Art gibt, wobei jetzt D=e oder Ae ist, je nachdem 2 + e oder 2je 
ist. Dies bedeutet wieder, daß in der dortigen Matrix M» keine „Einheitsmenge‘“‘ der 
Spalten vorhanden ist, außer der leeren Menge (vgl. den Satz und a. in der Arbeit R. 3, 


5.60). Wenn nun die Voraussetzung ((7)) + — 1 von e. besteht, so gibt es ein p 


mit p|f und (< ) — 1. Wir fügen der Matrix Mp als eine neue letzte Spalte die Elemente 


(2) (k=1,2,...,t) hinzu, wobei pP}, Pa, ---, Pr die dortige Bedeutung haben (es 
‘Pk 

sınd die verschiedenen Primzahlfaktoren von D, in der dort gegebenen Reihenfolge). 
In der so erhaltenen quadratischen Matrix M bilden alle Zeilen wegen der Voraussetzung 


e 
R. 3 folgt also, daß sich eine Einheitsmenge auch aus den Spalten von M bilden läßt, 
dıe nicht leer ist. Nach dem obigen enthält diese Menge gewiß auch die letzte Spalte von 
M, sonst wäre nämlich diese Menge schon aus der Matrix M» zu bilden. Die Auswertung 


| :) — (2) —1 offenbar eine Einheitsmenge. Unter Anwendung von 7. aus der Arbeit 


dieser Tatsache mit (4) — 1 zusammen führt gerade auf das Vorhandensein einer eigent- 


lichen d-Zerfällung a, b, p von der 2. Art, wie es in e,. behauptet wurde. 

Es sollen noch einige Bemerkungen zu den bewiesenen Sätzen folgen: Wenn 
(64) für die d-Zerfällung P,, @,, P, von der 2.Art besteht und das gleiche auch von einer 
zweiten d-Zerfällung (ebenfalls 2. Art) gilt, dann wird (64) auch von der daraus zusammen- 
gesetzten d-Zerfällung erfüllt. Dies läßt sich leicht durch unmittelbare Rechnung be- 
stätigen, ähnlich wie wir die Gruppeneigenschaft der d-Zerfällungen 2. Art bewiesen 
haben, ist aber auch daraus zu ersehen, daß die Gleichungen (64) einen Teil der Glei- 
chungen (62) bilden, die wieder durch Multiplikation aus den Gleichungen (59) ent- 
standen. Die Gleichungen (64) sind also nicht unabhängig, sondern lassen sich alle aus 
denjenigen Gleichungen (64) folgern, die sich auf die Elemente einer unabhängigen Basıs 
der Gruppe G, aller d-Zerfällungen 2. Art beziehen. Dies ist die Bemerkung, die ich 
am Ende des $ 4 angekündigt habe. 


Umgekehrt genügt es also, bei der Anwendung des Satzes 8 zu prüfen, ob die Glei- 
chung (69) für die Elemente einer beliebig gewählten unabhängigen Basis der Gruppe 
aller d-Zerfällungen 2. Art gilt. Wenn wir nämlich feststellen, daß (69) für kein 
Basiselement erfüllt ist, dann besteht (64) für alle Elemente dieser Gruppe, d.h. dann 
trifft (69) überhaupt nicht zu. 

Wir sehen, daß wir den Satz 7 auch so hätten gewinnen können, daß wir diesen 
Satz zunächst nur für die Zahlen d der Form m, mp? beweisen (m quadratfrei, p 4 m) 
und dann die Sätze 1 und 2 anwenden. Dieser Weg wäre aber nicht kürzer gewesen, und 
davon abgesehen wollten wir den Satz 4 in der dortigen möglichst allgemeinen Form 
gewinnen. 

Ähnlich hätte es genügt, den Satz 8 zunächst nur für die Fälle d = mn? zu be- 
weisen, wobei m und n quadratfreie, relativ prime ganze Zahlen sind (nr 2 1), und dann 
den Satz 4 anzuwenden. Dadurch wäre aber die Betrachtung auch nicht wesentlich ver- 
kürzt worden. Es wäre dagegen unmöglich gewesen, bei dem Beweis des Satzes 8 von 
Satz 2 Gebrauch zu machen. Anders gesagt, wenn wir Satz 8 zunächst nur für die 
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Zahlen d der Form m, mp? abgeleitet hätten (m quadratfrei, p + m), dann wäre es nicht 
möglich gewesen, daraus mit Hilfe der Sätze 1 und 2 auf den vollen Satz 8 zu schließen 
(vgl. die Einleitung). Dies wird aus dem folgenden Beispiel klar. 


Ich nehme d = pgr?s? an, wobei p,g,r,s verschiedene ungerade Primzahlen sind 
(natürlich alle = 1 (mod 4)), die zueinander paarweise quadratische Nichtreste sind, 


mit Ausnahme des Paares p,g, wofür (2) —1 ist. Weiter sei 
m 2-9. 
qg7/4 p’4 
und 
pg (22) ER =) 
(1) (22), pgla Fr 


Daß diese Forderungen sogar unendlich oft verwirklicht werden können, folgt leicht aus 
dem Dirichletschen Satz über die arithmetische Progression im Körper R(i) und dem 
biquadratischen Reziprozitätsgesetz. Jetzt ist 1, pg, rs eine d-Zerfällung 2. Art, somit 
folgt wegen (71) aus dem Satze 8, daß d nicht zulässig ist. Wenn wir aber die Zahlen 
d = pg, pgr?, pgs® betrachten, können wir leicht feststellen, daß der Satz 8 auf keine 
von ihnen anwendbar ist. (Ähnliches gilt auch von Satz 7, so daß also das Verhalten 
dieser Zahlen völlig unaufgeklärt bleibt.) Es ist nämlich für d = pq nur p,qg (= p,q,1) 
eine eigentliche d-Zerfällung 2. Art, für die aber (69) wegen (70) nicht erfüllt ist. Wörtlich 
dasselbe gilt auch für d = pgr? und d = pgs?, woraus unsere Behauptung zu ersehen ist. 

Ich bemerke schließlich folgendes über die Anwendbarkeit der Sätze 7 und 8: Ich 
nehme d in der Form d = pt: pg: - -» p,& an, wobei p, <p, <+--<p, und a,a,,...,q, 


positive ganze Zahlen sind. Das System a,,@s,..., dx; (ee) (Izm<n<Ssk) nenne 
” 
ich den Typus von d. Dann gilt: 

Für jeden Typus ist wenigstens bei der Hälfte der Fälle auf Grund der Sätze 7 und 8 
entscheidbar, ob d zulässig ist. Dies verstehe ich folgendermaßen: Ich bezeichne mit r, die 
Anzahl derjenigen d, die einem festen Typus angehören und ein beliebig gegebenes 
x(>0) nicht überschreiten. Davon bezeichne ich die Anzahl derer, für die die Frage 
der Zulässigkeit mit Hilfe der Sätze 7 und 8 entscheidbar ist, mit x,. Dann ist für jeden 
Typus 

lim inf 2? > 2 
ao I 2 

Da eine viel stärkere Aussage möglich ist, deute ich den Beweis hier nur kurz an. 
(Diese Frage untersuche ich für quadratfreie d in der Arbeit R. 2 ausführlich, während 
ich auf den allgemeinen Fall später zurückzukommen hoffe.) 

Ich nehme ein beliebiges d an und betrachte alle Zahlen d,, die demselben Typus 
wie d angehören; die Anzahl solcher d, ist für jeden Typus unendlich. Gibt es für d keine 
eigentliche d-Zerfällung 2. Art, so ist gleiches für Jedes d, richtig. In diesem Falle ist der 
Satz 9a (der einen Teil des Satzes 7 bildet) für jedes d, anwendbar. Jetzt ist also die obige 
Behauptung richtig (sogar x, = x,). Gibt es aber eine eigentliche d-Zerfällung a,b, c 
von der 2. Art, so gibt es auch ein Zahlentripel a,, d,, c,, das dieselbe Eigenschaft in bezug 
auf d, aufweist. Man erhält es dadurch, daß in a, b, ce die Primzahlfaktoren von d dureh 
die entsprechenden Primzahlfaktoren von d, ersetzt werden, wobei man sich auch die 


Primfaktoren von d, der Größe nach geordnet zu denken hat und solche Primfaktoren 
Journal für Mathematik. id. 173, Heft 4, 2) 
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von d und d, als entsprechend bezeichnet, die denselben Index haben. Es läßt sich dann 
zeigen, daß ım asymptotischen Sinne für die Hälfte aller a,, b,, c, die Gleichung (69) gilt, 
d.h. der Satz 8 anwendbar ist, woraus die Behauptung folgt. 


8 6. 

Jetzt soll p eine positive Primzahl der Form 8% + 1 bedeuten. Dann existieren 
Darstellungen 2p =a?+b?,p=xa°+ 8ß?, wobei a,b,«x,ß ganze rationale Zahlen 
sind und a= + b (mod 8) ist. Bekanntlich sind die Zahlen a, b, «, ß, vom Vorzeichen 
und von der Reihenfolge von a, b abgesehen, durch p eindeutig bestimmt. Epstein ®) 
hat folgenden Satz bewiesen "): 

Diejenigen p, für de a(=+b) = +3(mod 8) ist, stimmen mit denen überein, 
für die 24 ß ıst, und für alle diese p ist d=2pundd =2p?, allgemein also d = 2p" 
(n positiv ganz) nicht zulässig. 

Dieser Satz läßt sich auf Grund des Satzes 8 mit Hilfe der folgenden Bemerkung 
leicht beweisen: 


Es gilt immer 


2 2,9) = 


Ist nämlich (72) erfüllt, so bedeutet dies zunächst die Richtigkeit der ersten 
Behauptung des Satzes. Weiter sehen wir, daß, den Fällen d = 2p, 2p? entsprechend, 
2,p(=2,p,1) bzw. 2,1, p eine (eigentliche) d-Zerfällung 2. Art ist. Für beide geht 


(69) in 
3, 


über, und diese Gleichung ist für 2.4 ß nach (72) richtig. Aus dem Satze 8 folgt also 
der obige Satz. Wir müssen nur noch (72) beweisen. 


Mit geeignetem Vorzeichen können wir a = b (mod 8) annehmen. Dann folgt ®) 


a b\? a —b\? 
wegen p=(* >) + ur u Be 


Weiter ist 


0 ie 


Wir behaupteten in (72) vor allem, daß das Produkt der rechten Seiten der beiden 
a—1 


letzten Gleichungen gleich (2) — (—1) ® ist. Wir brauchen also nur noch zu prüfen, 
ob 16la—b-+p—.a?, d.h. 32|2a —2b +2p —2a?, d.h. 32j20a —2b +b? — a, 
d.h. 32|(b— a) (b + a—.2) ist; dies folgt aber in der Tat aus a=b (mod 8). 


Die zweite Hälfte von (72) läßt sich mit Hilfe eines ähnlichen Verfahrens beweisen, 
wie es schon im $ 3 angewandt worden ist, und zwar auf Grund der Gleichung p = a°® + 8ß?. 


an Ein Teil dieses Satzes findet sich schon bei J. Perott, Sur l’equation ?— Du? = — 1, dieses Journal 
102 (1888), 5. 185—223. 
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Dazu setzen wir $# = 2”ß,, wobei 2”||# ist. Wegen (5) == —). —1 folgt dann: 


2 A- 
Andererseits folgt aus (73): 


2), 00 -)e re. 


X X 


Daraus erhalten wir durch Multiplikation die zweite Hälfte von (72), d.h. auch den 
obigen Satz. 


87. 


Es besteht der folgende 
Satz 10. Ist eine beliebige feste zulässige Zahl d gegeben, durchläuft t, u alle posi- 
tiven Lösungen von (3) und m alle ganzen rationalen Zahlen, so sind die Zahlen 


(74) d, =d-+2tim-+ u?m? 
alle zulässig, wenn nicht d, = ist; dieser Fall tritt nur fürd=1+ B?,t=B,u=1A, 
m =—B (B positiv ganz) ein. Alle so entstandenen Zahlen d, sind verschieden mit 
folgenden beiden Ausnahmen: a) Der Fall d, =d entsteht mit m =d (t, u beliebig) 
und bi d=1+B? mt m=—2B,t=B,u=1.b) Bei d=1 + B? entsteht jeder 
Fall d, =1 + Bi(#1,d) zweimal, und zwar mitm =—B+B,t=B,u=1(B,B, 


positiv ganz, B, + B). 

Bemerkungen. Die Zulässigkeit der Zahlen d, in (74) folgt unmittelbar aus der 
folgenden Identität, die zugleich mit (3) erfüllt ist: 

(75) (t + u?m)? — (d + 2tm + u?m?) u? = —1, 
ist aber auch eine Folgerung aus dem Teil 3 im Satze 3, wo wir uns jedenfalls nur für 
die Pellsche Basis interessierten !?). Dort hatten wir auch gesehen, daß der Falld, =1 
nur in dem im Satz 10 genannten Ausnahmefall eintreten kann; auch dies läßt sich aber 
unmittelbar aus (75) folgern. Wenn nämlich d, = 1 ist, geht (75) in (£ + u?m)’ = u? — 1 
über, woraus u =1,1= — m, d=1 + m? folgt, wie behauptet wurde. 

Die einzige nicht triviale Behauptung des Satzes 10 ist also nur, daß bei festem d 
dıe Zahlen d, in (74) verschieden sind, abgesehen von den dort genannten Fällen a), b). 
Diese Behauptung kann ich nicht ebenso einfach beweisen, sondern nehme dazu den 
Begriff der Pellschen Basis zu Hilfe. Hierbei wird unter anderem die im Teil 3 des Satzes 3 
erwähnte Eindeutigkeit angewandt, was ich in der Einleitung schon bemerkte. Auch dieser 
Umstand rechtfertigt die Einführung des Begriffs „Pellsche Basis‘. 

Man kann die Frage stellen: Welche quadratischen Funktionen 


(76) f(x) za +br +c 


! 


stellen für x =0, +1, +2,... ausschließlich zulässige Zahlen d (darunter eventuell 1) dar ? 
Hierüber gilt: Wenn die Diskriminante von f(x) 
b°—4ac=—Ar +0 und a=rs 
ist, wobei r, s, b, c ganze rationale Zahlen sind, so gehört f(x) zu den genannten Funktionen. 
Dann ist nämlich offenbar 2r|b, und somit folgt die Behauptung aus der Identität 


n + rs? .) — fı)-?=—1. 


12) Vel. J. Romero, L’Intermediaire des math. 9 (1902), 5. 182. 
29% 
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Es scheint mir wahrscheinlich zu sein, daß wir damit alle gesuchten Funktionen 
erhalten haben. Zu ihnen gehört jedenfalls die rechte Seite von (74), falls jetzt 
m als Variable gedacht wird. Ähnliches gilt von den wohlbekannten Beispielen 
a2? +4,(2x +41)? + 4 und von den zwei Beispielen am Ende des $ 2, wenn darin erst 
die Substitution {= Ar +1 bzw. {= nx-+ 2 ausgeführt wird, ebenso vom Beispiel 


+ er) 


von C. Bodlund '?), bei dem p, g beliebige ganze rationale Zahlen sind, die den Bedingungen 
p\9 +41,2.+p, wie leicht zu sehen ist, unterworfen sind. 

(Umgekehrt ist leicht zu sehen, daß die genannten Funktionen f(x) = az +br + c 
im wesentlichen mit (74) übereinstimmen, da sie alle aus (74) durch die Substitution 
m = rx entstehen, mit der einzigen Ausnahme r?x? + 1.) 

Beweis des Satzes A0. Wir brauchen also nur noch zu beweisen, daß die Zahlen d, 
in (74) bei festem d bis auf die Ausnahmefälle a), b) verschieden sind. Es sei also ein 
zulässiges d gegeben und A, B(> 0) sei die Pellsche Basis von d. Ich werde wieder 
die Bezeichnungen 2,, Y,» bonzy Umyı R = 0,1,2,...) benutzen, die im Teil 5 des 








Satzes 3 eingeführt worden sind. 
Ich schicke zunächst die folgende einfache Bemerkung voraus, von der ich öfter 
Gebrauch machen werde: z,y, = 0 ist gleichbedeutend mit 


s=0, nel, „od, Amt, dei+B, u =B, sel. 
Aus dem über (17), (18) Gesagten folgt nämlich, daß immer x,, y, relativ prim 


sind. Im Falle x,y, = 0 ist also von den beiden Zahlen x, und y, immer die eine 0, die 


andere +1. Also ist 2? + y? =1, woraus nach der Definition im Teil 5 des Satzes 3 
folgt, daß n=0, x, =1, y =0 ist. Daraus gewinnen wir leicht den Rest der Be- 
hauptung. 

Wenn wir das über (19), (20), (21) Bewiesene auf den Falla=b = (0 anwenden, 


wobei wir auch [A| = A, | B| = B berücksichtigen, so erhalten wir: 
(77) (22 — y2) (—1)" A—22,y, (1 B=1, 
(78) tonzı = | — yr) B+ 20,4, Al. 


Da t2u+1, Ugn+ı eine Lösung von (3) ist, ist nach dem Teil 1 des Satzes 3 
(79) Una ut Re. 


Aus (77) folgt nach dem Teil 6 des Satzes 3 (mit Anwendung auf (— 1)"m statt m), 
daß das Zahlenpaar 


(80) Id + 22,y,„m|, |B+ ( — y)ml 


eine Pellsche Basis einer Zahl d„n ist oder daß dieses Zahlenpaar gleich 1,0 ist. Setzt 
man in diesem Falle d.„ = 1, so ist also d„„ stets die Quadratsumme aus den Zahlen 
in (80). Aus (5), (78), (79) folgt somit durch einfache Rechnung 


2 2 2 
Gun =d+ 21,4, M + Un 


13) (€, Bodlund, Ett talproblem, Elementär Mat.17 (1934), $. 1—4. — Zusatz bei der Korrektur: Ähnliche 
Beispiele befinden sich in: E. L. Ince, Cycles of reduced ideals in quadratic fields, Britisch Ass. f. the adv. of 
science, Math. Tables IV (1934), S. 75—79. 
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wobei das Vorzeichen des mittleren Gliedes auf der rechten Seite von m unabhängig 
ist. Da in+ı,umy+ı für n=0,1,2,... alle verschiedenen Lösungen von (3) durch- 
läuft, fällt die Gesamtheit der Zahlen d.n (m =0, +1, +2,...;n—=0,1,2,...) mit den 
Zahlen d, in (74) zusammen. Da außerdem (80) die Pellsche Basis von d„ oder das 
Zahlenpaar 1,0 ist, genügt es nach der im Teil 3 des Satzes 3 ausgedrückten Eindeutig- 
keit zu zeigen, daß das Zahlenpaar (80) dann und nur dann gleich A, B ist, wenn m = 0) 
oder 2,4, =0,m =—2B ist und in den übrigen Fällen die Zahlenpaare (80) alle 


verschieden sind, ausgenommen den Fall, daß bei x,y, = 0 je zwei Werte m,, m, mit 
für m eingesetzt zu demselben Zahlenpaar (80) führen, wobei auch die obige Bemerkung 
zu berücksichtigen ist. 

Wir prüfen also vor allem, wann (80) ın das Zahlenpaar A, B übergeht. Dann muß 
z,y„m =0 oder —A und (2 — y)m =0 oder —2B sein. Da von den Zahlen x, 
und y, wegen (77) die eine gerade und 2 4 A ist, kommt nur x, y,m = 0 in Frage. Ent- 
weder ist also m = 0 oder m #0, x,y, = 0, wobei im letzteren Falle wegen x? — y? =1 
auch m = — 2B ist. Umgekehrt ist in diesen Fällen (80) offenbar gleich dem Zahlenpaar 
A, B. Das bisher Bewiesene stimmt also mit der Behauptung überein. 


Im folgenden bezeichne ich die Zahlen, die in (80) zwischen Absolutstrichen stehen, 
Mit Ann DZW. Dyyn, und um das übrige beweisen zu können, setze ich ayın = + Ann’, Dmn = + din’n’ 
voraus, wobei auch m’ und n’ rationale bzw. nichtnegative ganze Zahlen bedeuten. Dabei 
soll von den schon geprüften Fällen abgesehen werden, d.h. es sei 


| Amn|; | Oman | (= | Amn’ | ’ | Om’ |) + A, B. 
Wegen 2|x,y, ist nach (80) a, 


Da 2 + A ist, kann von den obigen Möglichkeiten nur ayn = Ayrn vorkommen. Wegen 
(80) ist also 


: A (mod 4). 


0 — 
mn 


= A (mod 4). Analog ist a 


(81) z,y,m = T,.y, m. 
Ähnlich wie (77) und (79) bestehen noch die folgenden Gleichungen: 

(82) (22, — y2) (—1)"A—2r,y 1" B=1, 

(83) Un ut Y%- 

Gleichzeitig können wir die obige einschränkende Annahme offenbar folgender- 
maßen formulieren: es sei m, m’ + 0 und im Falle x, y, = xy, = 0 sei m, m’ # — 2B. 


Dabei wurde im letzteren Falle auch (81) berücksichtigt. 

Ich unterscheide dann die folgenden beiden Fälle: 

1) Dam = bin. Nach (80) ist dann 

(84, 1) (2 — y2)m = (22, — y2,)m’. 
Da die mit (— 1)"m bzw. (— 1)" m’ multiplizierten linken Seiten von (77) und (82) nach 
(81) und (84, 1) einander gleich sind, folgt m = + m’. Dann erhalten wir aus (81) und 
(84, 1) leicht 2? + y? = x, + y},, d.h. wegen (79) und (83) Ur, = Uyyıj 18 ist also 
n=n' und nach (81) m = m’. 

2) Dun = — Dun. Dann ist Dun + Dam = 0, d.h. nach (80) 

(84, 2) 2B + (22 — y?)m + (22, — y2) m’ =0. 
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Aus den Gleichungen (77), (81), (82), (84, 2) folgt durch leichte Rechnung: 
__2AB + (—1)"m + (— 1)" m’ 














-- er 4Bm rei 
(86) Fe IORER 2AB+ (— Ks (— 1)" m" 
(87) PR EEE oe 1 
(88) 2, — = — 2AB + (— ee (— "m 


Ich betrachte zunächst den Fall x,y, # 0. Da von den Zahlen r,, y, die eine gerade 
ist, folgt offenbar | x, y,| 2 2, |2?— y?| = 3. Dasselbe gilt auch für n’ statt n, da nach 
(81) L.Y, 0 ıst. 

Ist |m| # |m’|, so läßt sich ohne Einschränkung der Allgemeinheit |m| > |m’| 
annehmen. Da die rechte Seite von (85) eine ganze Zahl ist, folgt 

I(— 1)"m + (— 1)" m’| = 2Bg, 
wobei q positiv ganz ist. Daraus folgt |m| > Bgq. Aus (85) und |x,y,| Z 2 erhalten 
wir 2AB+2Bq=22]4Bm|>8B?g, d.h. A> (AB—A)gZzZ4B—1. Jedenfalls 
ist also 
A>3B. 


Ähnlich folgt aus (87) zunächst 
I— (—1)"m + (— 1)"m’ | =2Ar, 
wobei r positiv ganz ist, dann |m|> Ar und wegen |2?— y?| 23 schließlich 
2AB+2Ar 23|2Am| > 6A?r, d.h. B> (3A —A)r 234 —12>2A. Dies wider- 
spricht der obigen Ungleichung. Es ist also nur |m| = |m’| möglich. 
Entweder ist also in (85) oder in (87) der Zähler gleich 2AB. Der erstere Fall ıst 

wegen 2.4 A oflenbar unmöglich. Im zweiten Falle folgt aus (85) und (87): 

nn __MB+2m_ ABtm „ „__M4B__B 

nYn ıBm 2Bm ’ rn an 794m m 
Aus der ersten Gleichung folgt B|m d.h. B< |m|. Dagegen folgt aus der zweiten 


B mia h 
Gleichung 3 s m Damit haben wir wieder einen Widerspruch. 


Nur der Fall x, y, = 0 bleibt also übrig. Dann ist nach (81) auch z,.y,. =0. Dann 
istn=n'’=0und 2, =1,%Y =0. Aus (84,2) folgt also m + m’ = —2B. 

Umgekehrt ist für z,y, = 2,9, =09, m+ m’ =—2B das Zahlenpaar (80) 
offenbar gleich dem zu den Werten n = n', m = m’ gehörigen Zahlenpaar (80). Und 
zwar ist der gemeinsame Wert dieser Zahlenpaare A,|B + m|(=|B-+ m’|). Daraus 
folgt Satz 10. 

Ich erwähne noch, daß der $ 7 in einem gewissen Zusammenhange mit einer Arbeit 
von Nagell '#) steht, worin ähnliche Darstellungen von nicht zulässigen Zahlen d vor- 


kommen. 


14) T, Nagell, Über die Lösbarkeit der Gleichung «=? — Dy? = 1, Arkiv för Mat., Astr. o. Fysik 23 B/6 
(1932), S.1—5. 
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Schließlich nenne ıch noch die folgende Umkehrung des Satzes 10: Wenn d eine 
nicht zulässige Zahl und t, u eine positive Lösung von (1) ist, dann können unter den Zahlen 
d, in (74) fürm =0, +1, +2,... nur endlich viele zulässige Zahlen vorkommen. AÄhn- 
liches gilt sogar, wenn d,t,u beliebige positive ganze Zahlen sind, für die die Gleichung 
(34) besteht. 

Dies folgt einfach so: Auch jetzt besteht eine zu (75) ähnliche Gleichung, nur daß 
jetzt die rechte Seite +1 ist. Es ıst also |? + u?m|,u eine Lösung der Gleichung 
x°—d,y’ =1, und dieses Zahlenpaar ist sogar die Fundamentallösung der Gleichung 
x° — d,y’ = +1, wenn d,, d.h. |m| groß genug ist. 


Eingegangen 12. April 1935. 
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Zur Theorie des syzygetischen Büschels von Kurven 
3. Ordnung. 


Von E. A. Weiss in Bonn. 


Durch die Theorie des syzygetischen Büschels von Kurven 3. Ordnung werden 
bekanntlich drei Figuren miteinander verknüpft: Das Büschel der Kurven 3. Ordnung 
selbst, das völlig gleichberechtigte, invariant mit ihm verknüpfte Büschel von Kurven 
3. Klasse und das System der oo! Netze von Polarkegelschnitten. Wir werden zeigen, wie 
die Beziehungen zwischen diesen Figuren aus einer anschaulichen Grundfigur auf ein- 
fache Weise abgeleitet werden können. Daß es uns so gelingt, einem schon so häufig aus- 
führlich untersuchten Gegenstande eine neue Seite abzugewinnen, verdanken wir einer 
Abbildung, welche gleichzeitig den Kurven 3. Ordnung, den Kurven 3. Klasse und den 
Kegelschnittnetzen Punkte zuordnet und zwar den Netzen von Polarkegelschnitten des 
syzygetischen Büschels die Punkte einer Raumkurve 3. Ordnung C®, den beiden dazu- 
gehörigen Büscheln von Kurven 3. Ordnung und Klasse die Punkte zweier im Raume dieser 
C®? gelegenen Geraden. Zu dieser Abbildung werden wir auf natürliche Weise geführt, 
indem wir die Theorie der Kurven 3. Ordnung mit der Segreschen Theorie der linearen 
Ebenenkomplexe im R, in Beziehung setzen. Es entspricht dann beispielsweise dem 
Hilbertschen Satze, nach dem zu einer Kurve 3. Ordnung zwei Netze von Autopolo- 
koniken gehören, in der Segreschen Theorie der Satz, daß ein linearer Ebenenkomplex 
zwei Kernebenen besitzt. 


1. Die Veronesesche Fläche als Ort von Ebenen !). Deutet man die Koeffizienten 
1,2,3 
der Gleichung z P,U;u, = 0 einer Kurve 2. Klasse als Punktkoordinaten im R, ?), so 


erhält man eine Abbildung 


1) Pı=Pın Papa Ps = Pas Pr = 2Ppo, Pr = 2P5, Pr = 2Pı2 
dieser Kurven 2. Klasse auf Punkte im R,, bei der bekanntlich die Kurven vom Rang 2 


auf die Punkte einer Mi, die Kurven vom Range 1 auf die Punkte einer Veroneseschen 
Fläche M2 abgebildet werden. Gleichzeitig werden dabei die Kurven 2. Ordnung 


1,2,3 1,2,3 
Ds 0%;% = 0 als Orte der zu ihnen apolaren Kurven 2. Klasse — S 0,P, = 0 — auf 
t, 


die N, des R, abgebildet: 

2) ı=an, Yan, A = ag, Ar ag, Array, Yan. 
Es entsprechen schließlich den Netzen von Kegelschnitten (von Kurven 2. Klasse und 
Kurven 2. Ordnung) die Ebenen des R, (aufgefaßt als Orte von Punkten oder R,). 


!) Vgl. z.B. E. Bertini, A. Duschek, Einführung in die projektive Geometrie mehrdimensionaler Räume. 
Wien, 1924, S. 387—888, 

2) Wir bezeichnen mit x, u,... Elemente der Grundebene, mit &,U,... Elemente des R, und mit X,T,.., 
Elemente des R,,. 
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au) 


Zwei Systeme von je ©? Ebenen sind in Bezug auf ihre Lage zur Veroneseschen 
Fläche ausgezeichnet: Wir wollen sie erzeugende Ebenen G(nu) und &(.x) der Veronese- 
schen Fläche nennen. 

Eine Ebene E(u) enthält die Bildpunkte der ©? auf einer Geraden u der Ausgangs- 
ebene gelegenen Punktepaare, insbesondere die ©! Doppelpunkte der Geraden und 
schneidet (diesen Doppelpunkten entsprechend) die Veronesesche Fläche längs eines 
Kegelschnittes. 

Eine Ebene &(x), Tangentialebene der Veroneseschen Fläche, enthält die Bild- 
punkte aller Punktepaare, die aus einem Punkte x der Ausgangsebene und einem be- 
liebigen anderen Punkte dieser Ebene gebildet werden können. 

Es ıst auf Grund der Abbildung klar, daß zwei Ebenen E(:x) oder zwei Ebenen E(u) 
sıch stets in einem und nur einem Punkte schneiden, daß aber zwei Ebenen verschiedener 
Art ım allgemeinen windschief sind und sich im Sonderfalle längs einer Geraden 
schneiden. 

Satz 1. Dei der Abbildung der Kurven 2. Klasse auf die Punkte des R, werden 
dıe Punkte x und die Geraden u der Ebene auf die erzeugenden Ebenen &(x) und &(u) der 
Veroneseschen Fläche abgebildet. 

2. Das Bild der Veroneseschen Fläche im Rjs. Für das Folgende brauchen wir 
dıe Graßmannschen Koordinaten der Ebenen E(u) und E(x). Wir berechnen sie aus der 
Matrix der Koeffizienten von drei linear-unabhängigen, auf der Geraden u gelegenen 
oder zum Punkte x gehörigen Punktepaaren und erhalten: 














(3u) (3 x) 
Cs = + Ulla, Gyoy : AU zu, Gas Fararz, Byrz ZU Tg 
Cor = V ) So; ET u] Sry 7] ) Sr23 V 
Gay v , Cry u; Say 27 , 0 l V 
Gyr V ‚ Byıs ru Gy 13 ‚ Br: 0 
Cs, US, ‚ Eır = + 2uju, Go, UL ‚ 81; Var 
E33 + u3u, ,„ Erys — 2uin, CR Ar ,„ Eıys 5.05 
CAPE X UTUs ’ CHr | Zuzu, (APR 75.4 3 ) (67 3 v3 ‘ 
Car ruzu, , Ser — Zuguz Cr 32%, Brrı U.lz 
Er = —uu , Eyri H 2ugu, Czır 17320, Er ty 
Cor = +uju ,„ Ey, = — Zugu,. Eysy 0, , Syrs 230,. 











Die Bemerkung, daß die Ebenenkoordinaten in den Koordinaten der Geraden 
u bzw. des Punktes x vom dritten Grade sind, ist für das Folgende grundlegend. 

Deuten wir nun die 20 Ebenenkoordinaten als homogene Punktkoordinaten in 
einem R;s, so folgt: 

Satz 2. Bei der Abbildung der Ebenen des R, auf Punkte des R,, wird die Veronese- 
sche Fläche als Ort ihrer erzeugenden Ebenen E(u) und E(x) auf die Punkte zweier Mannıg- 
faltigkeiten M® abgebildet, die zwei zueinander windschiefe Räume R, aufspannen. 

Wir werden die beiden Räume und die in ihnen liegenden Mannigfaltigkeiten zur 
Unterscheidung mit AR,(u), Rg(x) und M3(u), M3(x) bezeichnen. 

3. Der lineare Ebenenkomplex im R;. Eine lineare Beziehung zwischen Ebenen- 
koordinaten Ey wird nach (3u) oder (3x) die Gleichung einer ebenen Kurve 3. Klasse 
oder 3. Ordnung. Eine lineare Beziehung zwischen Ebenenkoordinaten definiert aber 


andererseits einen linearen Ebenenkomplex im #,. Bevor wir diesen Zusammenhang 
Journal für Mathematik. Bd. 173. Heft 4. 30 





, 
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weiter verfolgen, müssen wir an die einfachsten Eigenschaften eines solehen Komplexes 
erinnern ?). 

Die Bedingung dafür, daß eine variable Ebene X% eine feste Ebene & schneidet, 
die Gleichung der Ebene €, erhält man durch Nullsetzen der aus den Koordinaten von 
je drei ihrer Punkte (oder alternierenden Komplexsymbolen) gebildeten sechsreihigen 
Determinante: 

(4) (EEE"KÜRX) =. 

Der durch die Gleichung (4) dargestellte Treffebenenkomplex der Ebene & wird 
auch höchstsingulärer Ebenenkomplex genannt. 

Ein regulärer Ebenenkomplex & besitzt zwei Kernebenen & und 7%, mit deren Hilfe 
er sich als lineare Kombination von zwei höchstsingulären Komplexen darstellen läßt: 

(5) EL (EEETKFF) HEFT KK) =. 

Für den einfach-singulären Ebenenkomplex fallen die beiden Kernebenen zusammen. 
Kın zweifach-singulärer Ebenenkomplex besitzt oo® Paare von Kernebenen. 

Die Beziehung (4) ist in den Koordinaten der beiden Ebenen & und X alternierend. 
Deutet man die Ebenenkoordinaten als Punktkoordinaten im A,s, so wird daher durch 
die Gleichung (4) ein Nullsystem im A,» definiert (das Nullsystem des R,,), das zunächst 
dem Bildpunkte jeder Ebene €, dann allgemein jedem Punkte einen durch ihn hindurch- 
laufenden Null-R,,; zuordnet. Aus diesem Grunde werden sowohl die Ebenen, als auch 
die linearen Gleichungen zwischen Ebenenkoordinaten, die linearen Ebenenkomplexe, 
gleichzeitig auf Punkte und A,s des AR,, abgebildet, die zu einander in der Beziehung 
von Nullpunkt und Null-R,s stehen. Zwei lineare Ebenenkomplexe, deren Bildpunkte 
ım Nullsystem des AR,, konjugiert sind, heißen selbst konjugiert. 

Im A,, sind die Bildpunkte der höchstsingulären Ebenenkomplexe (Ebenen) aus- 
gezeichnet. Sie erfüllen eine M#?. Die oben über die Kernebenen eines regulären (ein- 
fach-singulären) Komplexes gemachte Bemerkung läßt sich in der Sprache des A,» 
auch so aussprechen: Durch den Bildpunkt eines regulären (einfach-singulären) Ebenen- 
komplexes im AR,, läuft eine eindeutig bestimmte Gerade, die M$°® in zwei verschiedenen 
(zusammenfallenden) Punkten schneidet. Wir werden diese Gerade die durch den Bild- 
punkt des Komplexes laufende syzygetische Gerade nennen. 

4. Abbildung der Kurven 3. Ordnung und der Kurven 3. Klasse auf lineare Ebenen- 
komplexe im #5. Wenn wir jetzt in der Gleichung eines linearen Ebenenkomplexes die 
laufenden Ebenenkoordinaten vermöge (3u) oder (3x) durch Geradenkoordinaten u 
oder Punktkoordinaten x ersetzen, erhalten wir die Gleichung einer Kurve 3. Klasse 
oder 3. Ordnung. Die Kurven erscheinen dabei als Orte aller Geraden u oder Punkte x, 
deren Bildebenen E(u) oder E(x) dem linearen Ebenenkomplex angehören. Während 
aber ein linearer Ebenenkomplex, von gleich zu besprechenden Ausnahmen abgesehen, 
eindeutig eine Kurve 3. Klasse und eine Kurve 3. Ordnung liefert, entsprechen um- 
gekehrt einer vorgegebenen Kurve 3. Ordnung oder Klasse je ©! lineare Ebenenkomplexe. 
Über die gegenseitige Lage dieser Ebenenkomplexe geben die Gleichungen (3) Auskunft. 
Sie zeigen: 

Satz 3. Die Punkte des R,., der einen nicht auf R,(x) — R,(u) — gelegenen Punkt 
C von R,, mit R,(x) — Ry(u) — verbindet, stellen, von den Punkten des R,(x) — Ry(u) — 
selbst abgesehen, die gleiche Kurve 3. Ordnung — Kurve 3. Klasse — dar. Die Punkte von 
R,(z) — R,(u) — selbst stellen keine Kurve 3. Ordnung — Kurve 3. Klasse — dar. 





#) Die Eigenschaften des linearen Ebenenkomplexes im R, sind im Zusammenhang mit der Abbildung der 
linearen Ebenenkomplexe auf die Punkte des R,, von €. Segre untersucht worden: Sui complessi lineari di piani 
nello spazio a einque dimensioni, Ann. di Mat. (3) 27 (1918), S. 75. 
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Um von hier aus zu einer eindeutig-umkehrbaren Abbildung zu kommen, be- 
merken wir, daß der durch A,(x) laufende A,, den Raum A,(u) in einem bestimmten 
Punkte schneidet, und dieser Punkt, die Projektion des Punktes € von Ry,(x) aus auf 
den A,(u), kann als Repräsentant der Kurve 3. Ordnung, ebenso die Projektion des 
Punktes C von Ay,(u) aus auf den AR,(x) als Repräsentant der Kurve 3. Klasse dienen. 
Man kann auch sagen, daß diese Repräsentanten von der eindeutig bestimmten, durch 
C laufenden gemeinsamen Treffgeraden von AR,(x) und A,(u) aus diesen Räumen aus- 
geschnitten werden. 

Satz 4. Die ebenen Kurven 3. Ordnung — 3. Klasse — werden eindeutig umkehr- 
bar auf die Punkte des Raumes R,(u) — Ry(x) — abgebildet. 

Diese Abbildung der Kurven 3. Ordnung (und Kurven 3. Klasse) auf Punkte des 
R,(u) (und A,(x)) ist identisch mit der Abbildung, welche man erhält, wenn man die 
Koeffizienten der Gleichung einer Kurve 3. Ordnung (Kurve 3. Klasse) als homogene 
Punktkoordinaten deutet ®). 

Ist nun in der Ebene ein Punkt x mit einer Geraden u inzident, so schneiden sich 
ihre Bildebenen & = E(rx) und Ü = E(u) im R,, und es sind infolgedessen die entsprechen- 
den Punkte im Z,, zu einander konjugiert. Diese Tatsache findet analytisch ihren Aus- 
druck in der vermöge (3) bestehenden Identität 


(6) (HUU’T ZZ) = (u). 


Da es sıch um eine in Ebenenkoordinaten bzw. Koordinaten von (höchstsingulären ) 
Kurven 3. Ordnung und 3. Klasse lineare Beziehung handelt, gilt allgemein: 

Satz 5. Dei der Abbildung der Kurven 3. Ordnung und Kurven 3. Klasse auf lineare 
Ebenenkomplexe ım R, wird ein Paar konjugierter (apolarer) Kurven 3. Ordnung und 
Klasse auf ein Paar konjugierter Ebenenkomplexe abgebildet. 

So wird dem Bildpunkte € einer Kurve 3. Ordnung im Raume Ay,(u) durch das 
Nullsystem des AR,, ein durch € hindurchlaufender R,, zugeordnet, der R,(x) in einem 
R, schneidet. Dieser R, (der im Raume Ay(x) als Bild der Kurve 3. Ordnung gelten 
könnte) schneidet M$(x) in der Kurve der Bilder aller Punkte x, die der Kurve angehören. 

Betrachten wir jetzt zwei auf M$%(x) gelegene Punkte. Ihnen entsprechen im N, 
zwei erzeugende Ebenen &(x,) und E(x,) gleicher Art, die infolgedessen inzident sind. 
Ihre Bildpunkte auf M$%(x) sind daher zueinander konjugiert und daraus folgt allgemein, 
daß alle Punkte von A,(x) paarweise konjugiert sind. Der Null-A,, eines beliebigen 
Punktes von AR,(x) enthält also den ganzen AR,(x). Entsprechendes gilt für /y(u). Mit 
anderen Worten: 

Satz 6. Die Bildräume der Veroneseschen Fläche, die Räume Ry(x) und Rylu), 
sind ın dem Nullsystem des R,, „vollständige Räume‘. 

Mit Hilfe dieses Satzes läßt sich jetzt die Sonderstellung der den Punkten von 
R,(#) und A,(u) entsprechenden linearen Ebenenkomplexe der Veroneseschen Fläche 
gegenüber geometrisch deuten: 

Satz 7. Zu einer Veroneseschen Fläche gehören, den Punkten von R,(.x) und R,(u) 
entsprechend, zwei lineare Systeme von je ©” „erzeugenden“ linearen Ebenenkomple.wen, 
die entweder alle erzeugenden Ebenen E(.:x) oder alle erzeugenden Ebenen (u) der Veronese- 
schen Fläche enthalten. Die Komplexe eines Systems sind paarweise konjugtert. 

Unter Benutzung dieses Resultats läßt sich der Inhalt des Satzes 3 auch so aus- 
sprechen: 


#) Sie ist von N. Spampinato, untersucht worden: Geometria delle eubiche piane, Atti. Ace. Gioenia (5) 13 
(1921/22), Memoria V. Die Ergebnisse dieser Arbeit werden im folgenden nieht benötigt. 
3u* 











396 Weiss, Zur Theorie des syzygetischen Büschels von Kurven 3. Ordnung. 


Satz 8. /m Raume einer Veroneseschen Fläche gehört zu jedem linearen Ebenen- 
komplex 6, der nıcht selbst erzeugender Komplex ıst, je ein erzeugender Komplex der beiden 
verschiedenen Arten. Diese erzeugenden Komplexe schneiden das System der erzeugenden 
Ebenen C(u) bzw. E(x) der Veroneseschen Fläche in derselben Ebenenmannigfaltigkeit wie €. 

5. Die Autopolokoniken einer Kurve 3. Ordnung. Nach D. Hilbert ?) gehören zu 
jeder Kurve 3. Ordnung (ax)? = 0 zwei Netze von Autopolokoniken. Sie sind folgender- 
maßen definiert: Ein Punkt y hat in bezug auf die vorgegebene Kurve den Polarkegel- 
schnitt (ax)’(ay) =, in Geradenkoordinaten %(aa’u)’(ay)(a’y) =0. Man sucht nun 
den Ort aller Punkte y, deren Polarkegelschnitte (als Geradenort) zu einer Kurve 2. Ord- 
nung (cr)? = O apolar sind: $ (aa’c)’(ay)(a’y) = (c*y)’ =0. Der Kegelschnitt (c* x)? = 
wird Polokonik von (cx)? = 0 genannt, und die involutorische Transformation, die jeder 
Kurve 2. Ordnung (cx)? = 0 eine neue Kurve 2. Ordnung (c*x)? = 0 zuordnet, heißt 
die mit der Kurve 3. Ordnung verbundene Polokonikentransformation. Ihre Ruhe- 
elemente heißen Autopolokoniken. 

Zu einer Kurve 3. Ordnung gehören zwei Netze von Autopolokoniken. Sie werden 
im N, auf zwei Ebenen abgebildet, und der Polokonikentransformation entspricht bei 
dieser Abbildung die involutorische Kollineation mit diesen beiden Ebenen als Inzidenz- 
gebieten. So weit ist die Abbildung von G. Manfredini ®) untersucht worden. 

\Wir behaupten jetzt: 

Satz 9. Eine reguläre Kurve 3.Ordnung seı auf einen Erzeugungskomplex der 
l'eroneseschen Fläche abgebildet. Dann sınd die Kernebenen des Komplexes die Bildebenen 
der Autopolokonikennetze der Kurve 3. Ordnung. 

Den Beweis führen wir analytisch, indem wir von der Hesseschen Normalform 


(7) (ax)? = &,(a} + a3 + 23) + 68,7, 0225 = 0 
der Kurve 3. Ordnung ausgehen. Aus der Identität 
(8) $laa’c)*(ay)(a'y) = — (Eye + 2F1820C)yi + Kits + 28509) Yaya + * + * 


= 0{c1Yi + 2093 YaY3 + *+ *} 
bestimmt sich zunächst o? zu 
(9) =). 
o® ist mit der Invariante $ der Kurve 3. Ordnung identisch, deren Verschwinden 
besagt, daß die Kurve äquianharmonisch ist. Wir setzen zunächst o? + 0 voraus. Jedem 
der beiden verschiedenen Werte von o entspricht dann ein Netz von Autopolokoniken, 
deren Koeffizienten den Gleichungen 
(o + EC + 2dıgca = 0, 
(10) (0 + E5)Cog + 28182051 =(, 
(0 + E3)Cg + 281826, = 0 
genügen. Deutet man in ihnen die c;, als R,-Koordinaten im R,, so stellen sie die ge- 
suchten Bildebenen der Autopolokonikennetze dar. Die (aus Punktkoordinaten ge- 
bildeten „‚Strahlen-“‘)Koordinaten dieser Ebenen werden: 
Ca; = (ep + 55)°, Gy = 885185, 
Gy = Carr = Ezry = (oe + 83) A882, Gy = Or; = Cyı2 = 28,8,(e + &2)°, 


alle anderen Eu = 0. °) 


(11) 


5) D. Hilbert, Lettre adressee a M. Hermite, J. Math. pures et appl. (4) 4 (1888), S. 249—256 = Werke II, 
Berlin (1933), S. 148—153. 

°) G. Manfredini, Sui quadrangoli coniugati a una eubica, Giornale di Mat. 39 (1901), S. 145—161. 

*, Diesen Zusatz lassen wir im folgenden fort. 
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Diese Koordinaten sind zugleich die Koordinaten der Bildpunkte A(+ o), K(— o) 
der beiden Ebenen im A,9. Wir verbinden diese Punkte und bilden 


(12) -e+gD9)Klır od) (te+&@) K—o). 
Dann erhalten wir den im Raume A,(u) gelegenen Punkt €: 
(13) O2; = 85, Gyr = —A,, 
Ivy -lyr ler =t, Cr by = lyı; = Sı 


Es ıst der Bildpunkt der Kurve 3. Ordnung (7). 

Da A(+ 0.) und A(— o) Bildpunkte höchstsingulärer Komplexe sind, ist ihre 
Verbindungslinie die durch E laufende syzygetische Gerade, w. z.b. w. 

Im Falle 0® = 0 fallen die beiden Kernebenen zusammen: 

Satz 10. Die äquianharmonischen Kurven 3. Ordnung werden auf einfachsinguläre 
erzeugende Komplexe der Veroneseschen Fläche abgebildet. 

Die syzygetische Gerade des Punktes € schneidet trivialerweise den Raum Ayg(u). 
Wir fragen Jetzt danach, unter welchen Umständen sıe auch den Raum A,(x) schneidet. 
Wir bilden, um das Verschwinden der Koordinaten Ey’2, E3], Caı2 zu erreichen, 


(14) —e+&9®?Klte)—(+e+ E89? Kl— eo) 
und erhalten: 
Ce & i 2 . q 
(15) Cs; a ı h) E,'9’3 — 16£,&,, 
Bi 
Cr, = Eyr = br = — A&1E,, Ca, = Era = Ey, = 0. 
Soll dieser Punkt in ARy,(.) liegen, so muß noch die Gleichung 
» are a» =’. 3 
(16) 28,33 — Er’ = 2 ld + 85) = 0 


erfüllt sein. In diesem Falle ist aber die Kurve 3. Ordnung ein Dreiseit. Also: 

Satz 11. Die durch einen Punkt C von Ry(u) laufende syzygetische Gerade schneidet 
den Raum R,(x) dann und nur dann, wenn C der Bildpunkt eines Dreiseits ıst. Sie schneidet 
dann im Bildpunkte des zu dem Dreiseit gehörigen Dreiecks. Die beiden durch die syzy- 
getische Gerade bestimmten Kegelschnittnetze sind in diesem Falle das Netz der dem Drei- 
eck umbeschriebenen Kurven 2.Ordnung und das Netz der dem Dreiseit einbeschriebenen 
Kurven 2. Klasse (und die polaren Netze). 

6. Projektion der syzygetischen Geraden auf Rs(x) und Rs(u). Das Bild der 
Cayleyschen und der Hesseschen Kurve. Wir projizieren jetzt die durch den Bildpunkt 
C einer regulären Kurve 3. Ordnung laufende syzygetische Gerade einerseits von Ry(u) 
aus auf den A,(x) und andererseits von R,(x) aus auf den Ay(u). 

Die Projektion von AR,(u) aus liefert im AR,(x) nur einen Punkt: 


3 „3 z a 
(17) E,s3 u & —4 c2;, Erz zum 2(£1 Be +f2), 
Cry = Cr = Ey = —68j5,, Ca = lyyı = ya = 0, 
den Bildpunkt der Kurve 3. Klasse: 
4,8 u > 22 3 3 3 
(18) — 6(85 — A&z)unugug — 6575,lu, + u + u) =. 


(18) ıst die Gleichung der zur Kurve (7) gehörigen Cayleyschen Kurve. 

Die Projektion der syzygetischen Geraden von A,(x) aus liefert ım Ay(u) eine 
durch den Punkt € hindurchlaufende Gerade, die durch die Projektion eines beliebigen 
von € verschiedenen Punktes der Geraden festgelegt wird. Man erhält als Projektionen 
der Punkte A(+ o) und A(— o) die Bildpunkte zweier Kurven des zur Ausgangskurve 
gehörigen syzygetischen Büschels. So folgt: 

Satz 12. Eine reguläre Kurve 3.Ordnung c® sei auf einen Punkt C des Raumes 
R,(u) abgebildet. Dann gibt die Projektion der durch Ü hindurchlaufenden syzygetischen 
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Geraden von Ry(u) aus auf Ry,(x) das Bild der Cayleyschen Kurve von ©, die Projektion 
von Ry(x) aus auf R,(u) die Bildgerade des durch c? bestimmten syzygetischen Kurvenbüschels. 

Für den vom Standpunkte der Geometrie im R,, aus sehr einfachen Zusammen- 
hang zwischen den Punkten Ä und ihren Projektionen auf R,(u) haben wir in der Ebene 
bisher noch keine geometrische Deutung angegeben. Wir fragen deshalb allgemein (ein 
Spezialfall wurde durch Satz 11 erledigt): Welcher Zusammenhang besteht zwischen 
den durch einen Punkt P von R,, dargestellten Kegelschnittnetzen einerseits und den 
Kurven 3. Ordnung und 3. Klasse andererseits, die den Projektionen des Punktes P 
auf Rg(u) und AR,(x) entsprechen ? 

\ir gehen von der Kurve (7) aus, stellen das Netz der Polarkegelschnitte her, 
bilden es auf eine Ebene von R, ab, suchen die Ebenenkoordinaten: 





„3 3 

(19) Gm=s ; Ger=—ä ; 
" . x 2: 2 
Erz — Cayr En Ezı’‘ m; 33% Ey’23 — Cersı un Cyı2 a. ger 


und deuten sie als Koordinaten eines Punktes P im AR,s. Die Projektion des Punktes ? 
von R,(x) aus auf den A,(u): 





PR | N ‘ .o eo 3 
(20) Cı23 —=csı Tr #53, Ey Tr 4(& = 28,), 
Cısz' a Cozr . GE; =() , Cj’a3 Grzı - Cyia un — 68,5 
liefert den Bildpunkt der Kurve 3. Ordnung 
‘ io 22 3 3 , > 1423 ı 129 
(21) 68,80 + 72 + 23) — Old + 285) Katz = 0. 


Es handelt sıch um die Hessesche Kurve der Kurve (7). Der Projektionsstrahl schneidet, 
wie man ebenso einsieht, R,(x) ım Bildpunkte der Cayleyschen Kurve von (7). Daher: 
Satz 13. P sei der Bildpunkt des Polarkegelschnittnetzes einer Kurve 3. Ordnung c°. 
Dann schneidet dıe durch P laufende gemeinsame Trefjgerade von R,(x) und R,(u) diese 
beiden Räume in den Bildpunkten der Cayleyschen und der Hesseschen Kurve von c°. 

Man würde hiernach den Bildpunkt der Hesseschen Kurve einer durch ihren Bild- 
punkt C ım R,(u) vorgegebenen Kurve 3. Ordnung angeben können, wenn man zu dieser 
Kurve den Bildpunkt des Polarkegelschnittnetzes konstruieren könnte. Mit dieser Kon- 
struktion beschäftigen wir uns u. a. in den beiden nächsten Nummern. 

7. Das Bild eines syzygetischen Büschels von Kurven 3. Ordnung. Lassen wir 
in den Gleichungen (13), (17) und (19) den binären Parameter £& variieren, so geben sie 
nacheinander die Parameterdarstellungen einer in R,(u) bzw. in A,(x) gelegenen Geraden 
und einer in dem von diesen beiden Geraden aufgespannten R, gelegenen kubischen 
Raurmkurve (C®?. So ergibt sich der Hauptsatz unserer Abbildung: 

Satz 14. Durch die Abbildung der Kurven 3. Ordnung, der Kurven 3. Klasse und 
der Kegelschnittnetze auf Punkte des R,, wird ein syzygetisches Büschel von Kurven 3. Ord- 
nung auf eine Gerade G(u) von Ry(u) (die nach Satz 12 konstruiert werden kann), das mit 
ıhım invariant verbundene Büschel von Kurven 3. Klasse auf eine Gerade G(x) von Ry(x) 
(die ebenfalls nach Satz 12 konstruiert werden kann) und das System der Polarkegelschnitt- 
netze dieser Kurven auf die Punkte einer rationalen kubischen Raumkurve C? abgebildet, 
dıe in dem von den beiden Geraden aujgespannten R, verläuft. 

Unsere nächste Aufgabe wird es sein, die Lage der beiden Geraden zu der kubischen 
Raumkurve zu bestimmen. Da die durch einen Punkt € von G(u) laufende syzygetische 
(erade eindeutig bestimrnt ist und da andererseits die durch den Punkt € laufende Sehne 
der (* zwei höchstsingulären Ebenenkomplexen entsprechende Punkte (die Treffpunkte 


mit der C?) enthält, gilt zunächst: 
Satz 15. Die durch einen Punkt C von G(u) laufende syzygetische Gerade ıst mil 
der durch diesen Punkt laufenden Sehne der C*? identisch. 
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Es ist nun bekannt, daß eine Gerade von vier Tangenten einer €? getroffen wird. 
Nach Satz 10 sind die Punkte von G(u), von denen diese Tangenten ausgehen, die Bild- 
punkte der vier äquianharmonischen Kurven des syzygetischen Büschels. Deren Para- 
meter genügen aber der Gleichung 

(22) = — 5) =. (Vgl. (9).) 


Sie bilden also ein äquianharmonisches Quadrupel. Nach einem bekannten Satze aus 
der Theorie der kubischen Raumkurven bilden dann auch die Parameter der Berührungs- 
punkte auf der C? ein äquianharmonisches Quadrupel und die Gerade gehört dem durch 
die kubische Raumkurve bestimmten linearen Geradenkomplex an. Entsprechendes 
eilt für G(x): 

Satz 16. Die Geraden G(u) und G(x) gehören dem mit der kubischen Raumkurv« 
verbundenen linearen Komplex an. 

Die Parameter der Berührungspunkte erhalten wir, indem wir die Raumkurve als 
Ort von Tangenten darstellen und die Bedingung dafür suchen, daß eine Kurventangente 
die Gerade G(u) schneidet. Wir finden: 

(23) E83 + 88) = 0 
und damit: 

Satz 17. Die durch den Bildpunkt einer äquianharmonischen Kurve des syzy- 
getischen Büschels laufende syzygetische Gerade berührt die C? ın dem Buldpunkt des Netzes 
der Polarkurven 2. Ordnung eines zum syzygetischen Büschel gehörigen Dreiseits. Dieses 
Netz wird doppelt-zählend Autopolokonikennetz der Kurve. 

Nach Satz 2 ist die durch den Bildpunkt eines Dreiseits laufende syzygetische 
Gerade gleichzeitig Trefigerade des Raumes Aty,(x). Die durch den Bildpunkt eines Dreı- 
seits unseres syzygetischen Büschels laufende syzygetische Gerade schneidet also dıe 
Gerade G(x). Daher: 

Satz 18. Die kubische Raumkurve besitzt vier Sehnen, welche gleichzeitig Trefflinien 
der Geraden G(u) und G(x) sind. Ihre Schnittpunkte mit G(u), G(x) und €? stellen dıe Dreı- 
seite des syzygelischen Büschels, die dazugehörigen Dreiecke und Netze von Polarkegel- 
schnitten dar. 

Die geometrische Bedeutung von vier der acht Sehnenschnittpunkte ıst ın Satz 14 
angegeben worden. Die vier übrigen Punkte stellen die Netze von Polarkurven 2. Klasse 
der im Klassenbüschel enthaltenen Dreiecke dar. Die Tangenten ın diesen Punkten 
schneiden die Gerade G(x) in den Bildpunkten der vier äquianharmonischen Kurven 
des Klassenbüschels. 

Hiermit ist die symmetrische Beziehung zwischen Ordnungs- und Klassenbüsche! 
durch die symmetrische Lage der Geraden G(u) und G(x) zur kubischen Raumkurve 
zum Ausdruck gebracht. Wir fügen noch hinzu: 

Satz 19. Die Netze der Polarkurven 2, Ordnung der vier Dreiseite des Oninungs 
büschels und die Netze der Polarkurven 2. Klasse der vier Dreieche des Alassenbuschels 
werden auf der C*? durch zweı äquianharmonısche Punktquadrupel dargestellt, von dene 
jedes das Hessesche Quadrupel des anderen ıst. 

8. Beziehungen zwischen Ordnungsbüschel, Klassenbüschel und Polarkegelschnitt- 
netzen, Um die Anwendung der in der vorigen Nummer besprochenen Bıldligur vor 
zubereiten, zeigen wir zunächst in einer Übersicht, wie man von dem Bildpunkte € einer 
Kurve 3. Ordnung ausgehend die Bildpunkte der mit dieser Kurve ınvanant verbundenen 


Fipuren finden kann: 
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Punkt € der Geraden G(u) | Kurve 3. Ordnung c? des syzygetischen 
Büschels. 


Schnittpunkte der durch € laufenden ' Netze der Autopolokoniken von e?. (Satz 9, 
Sehne der €? mit der C° | Satz 15.) 

3. Schnittpunkt P der Verbindungsebene | Netz der Polarkegelschnitte von ©. (Be- 
dieser Sehne und der Geraden G(u) mit | weis folgt.) 

der €? | 

Schnitt dieser Verbindungsebene mit der | 
Geraden G(x) = Schnittpunkt der durch P 
laufenden gemeinsamen Trefigeraden von 
G(u) und G(x) mit G(x) 

Schnittpunkt dieser gemeinsamen Trefl- | Hessesche Kurve von e®. (Satz 13.) 
geraden mit G(u) 


Cayleysche Kurve von c®?. (Satz 13.) 


Verbindungsebene der gemeinsamen Trefi- | Netze der Autopolokoniken der zu c? dop- 
geraden mit G(.x) schneidet die C*? in zwei | pelt-apolaren Kurve 3. Klasse. (Satz 9, 
weiteren Punkten | Satz 15.) 





Die Verbindungslinie dieser Punkte schnei- | Zu @ doppelt apolare Kurve 3. Klasse. (Be- 
det G(z) ın einem Punkte | weis folgt.) 


Zwei in dieser Übersicht aufgestellte Behauptungen sind noch zu beweisen. Wir 
haben erstens zu zeigen, daß die Verbindungsebene des Bildpunktes des zu einer Kurve 
3. Ordnung gehörigen Netzes von Polarkegelschnitten mit den Bildpunkten der zu dieser 
Kurve gehörigen Netze von Autopolokoniken durch die Gerade G(u) läuft. Diese Tat- 
sache ergibt sich daraus, daß die vier Punkte (11), (19) und (20) linear abhängig sind. 

Es ist zweitens zu zeigen, daß die in der Übersicht zuletzt genannte Kurve 3. Klasse 
die zu c? doppelt-apolare Kurve ist. Diese Kurve hat aber als Netz ihrer Polarkurven 
2. Klasse das zum Netz der Polarkurven 2. Ordnung der Kurve c? apolare Netz: Beide 
Netze werden in der Tat im R,, durch ein- und denselben Punkt ?, ım N, also durch 
ein- und dieselbe Ebene dargestellt, w. z. b. w. 

Mit Hilfe unserer Übersicht ist es jetzt möglich, an der Bildfigur die Beziehungen 
abzulesen, die zwischen den Kurven des syzygetischen Büschels und den invariant mit 
ihnen verbundenen Kurven 3. Ordnung, 3. Klasse und Kegelschnittnetzen bestehen. 
Wir geben zwei Beispiele: 

Eine vorgegebene Kurve h? des syzygetischen Büschels ist die Hessesche Kurve von 
drei Kurven des syzygetischen Büschels. In der Tat: Durch den Bildpunkt von A? laufen 
drei gemeinsame Treffgeraden der C? und der Geraden G(x). Diese liefern, mit G(u) ver- 
bunden, drei Ebenen, von denen jede die C? (abgesehen von dem Schnittpunkte mit der 
gemeinsamen Treflfgeraden) in zwei weiteren Punkten trifft. Die drei Verbindungslinien 
von je zwei zusammengehörigen Punkten schneiden die Gerade G(u) ın den Bildpunkten 
der gesuchten Kurven, w. z.b. w. 

Ebenso leicht liest man den bekannten Satz ab: 


Satz 20. Die Kurve 3.Ordnung © sei zu der Kurve 3. Klasse d? doppelt apolar. 
Dann ist die Hessesche Kurve von d? die Cayleysche Kurve von c®. 

9. Die harmonischen Kurven des syzygetischen Büschels. Die C®? der Bildfigur 
ist das Bild der ©! Ebenen einer Mi des R,, die etwa als Erzeugnis von drei projektiv 
aufeinander bezogenen Geraden des #, gewonnen werden kann. Durch zwei Punkte der 
C® wird nun auf der C® eine Involution festgelegt, welche die vorgegebenen Punkte zu 
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Ruhepunkten hat. Dieser Verwandtschaft entspricht im R, die Involution des binären 
Gebietes der oo! erzeugenden Ebenen von M3 mit den Bildebenen der beiden vorgege- 
benen Punkte als Ruheelementen oder, was dasselbe ist, die involutorische Kollineation 
mit diesen beiden Ebenen als Inzidenzgebieten. Werden nun die auf C® ausgezeichneten 
Punkte von der syzygetischen Geraden des der Kurve 3. Ordnung ce? entsprechenden 
Bildpunktes ausgeschnitten, so werden die Ruheebenen die Bildebenen der Autopolo- 
konikennetze von c?, und wir haben: 


Satz 21. Die syzygetische Gerade durch den Bildpunkt € einer regulären Kurve 
3. Ordnung c? schneide die C? der Bildfigur in den Punkten Q und 0’. Dann ıst die auf der 
C®? durch die Punkte Q und ®' bestimmte Involution das Bild der mit der Kurve 3. Ordnung c* 
verbundenen Polokonikentransformation. 


Die Polokonikentransformation transformiert das Netz der Polarkegelschnitte 
einer Kurve c? des syzygetischen Büschels in das Netz der Polarkegelschnitte einer anderen 
Kurve des syzygetischen Büschels. In welcher Beziehung stehen zwei in dieser Weise 
involutorisch gepaarte Kurven des Büschels ? Wir untersuchen die Frage analytisch. 

Die Schnittpunkte der durch den Bildpunkt C der Kurve (7) laufenden syzygetischen 
Geraden mit der Kurve C® haben auf der C3 (19) als Parameter die Nullstellen der bi- 
nären quadratischen Form 


9%/ “ on pD % 5. £9) ala 
(24) AE,)&2C3 + Ae3dıle + Eili- 


(Diese Gleichung vermittelt eine Abbildung der Kurven des syzygetischen Büschels 
auf binäre quadratische Formen, die wir hier aber nicht weiter verfolgen.*)) Wir polari- 
sieren diese Form und suchen den Pol von £: 

(25) =—658, G=d+% 
& ıst der Parameter der zur Kurve & gehörigen Hesseschen Kurve (vgl. (21)). 

Satz 22. Unterwirft man das Netz der Polarkegelschnitte einer regulären Kurve 
3. Ordnung © der mit © verbundenen Polokonikentransformation, so erhält man das 
Netz der Polarkegelschnitte der Hesseschen Kurve von © (G. Manfredini, a. a. O., S. 152). 

Die Beziehung zwischen einer vorgegebenen Kurve ec? und ihrer Hesseschen Kurve 
wird nun bekanntlich symmetrisch, wenn die vorgegebene Kurve c* harmonisch ist. 
In diesem Falle ist daher das Polarkegelschnittnetz der Kurve c* identisch mit einem der 
beiden Kegelschnittnetze, die bei dem Produkt der Polokonikentransformation 
von ec? mit der Polokonikentransformation der Hesseschen Kurve von ce in Ruhe 
bleiben (G. Manfredini, a.a.O., S. 153). Daher: 

Satz 23. Jede von zwei zusammengehörigen der 3+2 harmonischen Kurven des 
syzygetischen Büschels bestimmt je ein Paar von Autopolokonikennetzen. Das gemeinsame 
harmonische Paar stellt das Paar der Polarkegelschnittnetze der harmonischen Kurven dar. 

10. Die Sätze von H. S. White. Die wichtigsten Beziehungen zwischen Autopolo- 
koniken und Polarkegelschnitten sind von H. 5. White angegeben worden ®). Wir können 
sie ohne Rechnung unserer Bildfigur entnehmen: 


°) E. A. Weiss, Das syzygetische Büschel von Kurven 3. Ordnung und die Figur von drei konjugierten 
Kegelschnitten, Mathematica 11 (1935). 

°) 11. $. White, Conies and eubies connected with a plane eubie by certain covariant relations, Trans, Am. 
Math. Soe. 1 (1900), $.1—8. An diese Arbeit anschließend Noten von P. Gordan, Formentheoretische Entwicklung 
der in Herrn Whites Abhandlung über Kurven 3. Ordnung enthaltenen Sätze, ebenda S. 9-13, und: Die Hossesche 
und die Cayleysche Kurve, ebenda $. 402—413. — Vgl. H. S. White, Plane eurvos of the third order, Cambridge 
(Mass.) 1925, Kap. 10. 
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Zu jeder Kurve 3. Ordnung c? des syzygeti- 
schen Büschels gehören zwei andere Kurven 
dieses Büschels, deren Polarkegelschnitte 
die Autopolokoniken der c? sind. (White, 
5.3.) 


Das Netz der Polarkegelschnitte von c® 
ist eines der Autopolokonikennetze einer 
jeden der beiden neu gewonnenen Kurven. 
(White, S.3.) 

Die drei Kurven bilden ein symmetrisches 
System: Jedes Paar von Autopolokoniken- 
netzen der einen ist das Paar der Polarkegel- 
schnittnetze der beiden anderen. (White, 
5.3.) 

Die drei Kurven des Tripels sind dadurch 
charakterisiert, daß sie eine gemeinsame 
Cayleysche Kurve haben. (White, S. 4.) 
Die Netze der Autopolokoniken einer Kurve 
3. Ordnung c? sind apolar zu Netzen von 
Polarkurven 2. Klasse von zwei Kurven 
3. Klasse d? und d3, welche dieselbe Hesse- 
sche Kurve d® haben, wie die zu c? zwei- 
fach apolare Kurve 3. Klasse (nämlich, 


nach Satz 20 die Cayleysche Kurve von c?). | 


(White, $. 5.) 
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Die Verbindungsebene von G(u) mit der 
syzygetischen Geraden eines Punktes C 
von G(u) schneidet die kubische Raum- 
kurve C® in drei Punkten. Die von der 
syzygetischen Geraden verschiedenen Seiten 
des so bestimmten Dreiecks schneiden 6 (u) 
in zwei dem Punkte € zugeordneten 
Punkten. 


Die syzygetischen Geraden der beiden neu- 
gewonnenen Punkte laufen durch den 
Punkt €. 


Die drei Punkte der C® — Schnittpunkte 
der €? mit einer durch G(u) laufenden 
Ebene — sind gleichberechtigt. 


Die durch G(u) laufende Ebene schneidet 
G(x) in einem Punkte. 


Die syzygetische Gerade eines Punktes € 
von G(u) schneide C® in E, und E,, und ihre 
Verbindungsebene mit G(u) schneide die 
Gerade G(x) im Punkte D. Dann schneiden 
die durch E, und E, laufenden gemein- 
samen Treflgeraden von G(u) und G(x) die 
Gerade G(u) im Punkte D. (Aus dieser 
Tatsache folgt nach Satz 13 die zu be- 
weisende Beziehung.) 


Eingegangen 2. Mai 1935. 
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Die Autopolokoniken der singulären Kurven 3. Ordnung. 


Von E. A. Weiss ın Bonn. 


In einer Arbeit von H. S. White!) werden die Autopolokonikennetze der Kurven 
3. Ordnung eines syzygetischen Büschels untersucht. Für die dort bewiesenen Resultate 
ergab sich in einer früheren Arbeit ?) eine neue, anschauliche Ableitung dadurch, daß 
eine Abbildung zugrunde gelegt wurde, die gleichzeitig Kurven 3. Ordnung, Kurven 
3. Klasse und Kegelschnittnetzen Punkte eines A,, zuordnete. Den drei genannten 
Figuren entsprechen nämlich bei der bekannten Abbildung der Kurven 2. Klasse einer 
Ebene auf die Punkte eines R, lineare Ebenenkomplexe und diese können wiederum 
auf Punkte eines AR,, abgebildet werden. 

Die Untersuchungen von H. S. White beziehen sich nur auf den Fall des syzvgeti- 
schen Büschels einer regulären Kurve 3. Ordnung. Für die singulären Kurven sind die 
wesentlichen Formeln ohne Formulierung entsprechender Sätze in Tabellenform von 
P. Gordan zusammengestellt worden ?). Es ist die Absicht der vorliegenden Arbeit, 
die oben genannte Abbildung weiter zu verfolgen, mit ihrer Hilfe die Ausartungen der 
Sätze von H. 5. White für singuläre Kurven 3. Ordnung zu untersuchen und festzustellen, 
wie sich bei unserer Zuordnung die verschiedenen Arten von Kurven 3. Ordnung auf 
die verschiedenen Arten von linearen Ebenenkomplexen verteilen. 

1. Die Autopolokonikennetze der Kurve 3. Ordnung mit Doppelpunkt. Das 
syzygetische Büschel einer Kurve 3. Ordnung mit Doppelpunkt nehmen wir ın der 
Normalform 

(1) (ax)? = &,(a3 + 23) + 68g01 02.05 = 0 
an. Für &, = O0 wird ein Dreiseit, für &, = 0 ein „‚Geradentripel‘‘ (Figur von drei durch 
einen Punkt laufenden Geraden) geliefert. Die Bedingung 


(2) } (aa’c)’(ay)(a'y) = eoley)®  {v) 


dafür, daß (cy)?’ = 0 eine Autopolokonik von (1) ist, faßt die folgenden sechs Gleichungen 


zusammen: 


Zu ’ ‘) Zu 22° 
061 - Splıı -0Coz 10 o(logz 
2 8 N“ c e2 
(>) OC99 &.C99 2SıSa2lzı 2oc 31 .t 31 
2 n).%- o ‘) M ).2 
OCa3 S2C33 2sıS2lıe 20Cja “202 


1) H. S. White, Conies and eubies eonneeted with a plane eubie by eertain covariant relations, Trans. Am. 
Math. Soe. 1 (1900), 8. 1—8. 

2) E. A. Weiss, Zur Theorie des syzygetischen Büschels von Kurven 3. Ordnung, Crelles J. 173 (1955), 8.222. 

>) P, Gordan, Die Ilessesche und die Cavleysche Kurve, Trans. Am, Math, Soc. 1.1900), 8.402418. 
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Diese können &, # 0 vorausgesetzt — auf zweierlei Weise erfüllt werden: 


(A £ 
PB) N o=+35 


= nt, nt Az 0, 
> =, &103ı + S26ag = 0, EC + $alaa = 0. 
Im Falle &, = O0 ergibt sich nur die eine Gleichung 
(6) =. 
Satz 1. /m syzygetischen Büschel einer Kurve 3. Ordnung mit Doppelpunkt hat das 
(eradentripel eın lineares System von ®* Autopolokoniken: alle Kurven 2. Ordnung durch 


den Scheitel des Geradentripels. Alle übrigen Kurven des Büschels haben je zwei verschiedene 
Netze von Autopolokonıken, die sich rational trennen lassen. 


) l: o=— 


Um eine Vorstellung von den Beziehungen der Autopolokonikennetze zu den Kur- 
ven des Büschels zu erhalten, bilden wir die Kurven und Netze auf Ebenenkomplexe 
und diese auf Punkte im AR,» ab. Wie im Falle der allgemeinen Kurve 3. Ordnung läuft 
durch den Bildpunkt der rationalen Kurve 3. Ordnung im ARy,(u) eine syzygetische Gerade, 
deren Projektion von ARy;(x) aus auf den Ay(u) die Bildgerade des mit der Kurve ver- 
bundenen syzygetischen Büschels liefert. Für die Koordinaten der den Kurven des 
syzygetischen Büschels, ihren Polarkegelschnittnetzen und den Autopolokonikennetzen 
der Systeme I und II entsprechenden linearen Ebenenkomplexe (und der entsprechenden 
Punkte ım AR,,) ergeben sich die Werte ®): 


Kurve Polarkegel- Autopolokonikennetze 
3. Ordnung. schnittnetz System I System II 
Ey; st = Sı$2 0, Sı$3 
Cyi2 S — $15 0, SEHR 
7) Eyer= — 4, 0, hES, 0, 
Ca = &, &, 0, & 
Cor = 0, 5 Ei, Ei. 


So folgt: 


Satz 2. Bei der Abbildung auf Punkte des R,, entspricht dem syzygetischen Büschel 
einer Kurve 3. Ordnung mit Doppelpunkt eine im Raume Ry;(u) gelegene Gerade G(u). 
Das System I der Autopolokonikennetze wird auf eine Gerade A, das System Il und das 
System der Polarkegelschnitte auf einen Kegelschnitt K abgebildet. Der Kegelschnitt K 
schneidet die Gerade A in einem Punkte (P), der auf K und A den Parameter &, = 0 trägt. 
Die Kegelschnittebene schneidet G(u) ebenfalls im Punkte (Q) mit dem Parameter &, =. 


Die rationale kubische Raumkurve des allgemeinen Falles ist also hier in den 
Kegelschnitt Ä und seine Treffgerade A zerfallen. 

Durch das Strahlenbüschel mit dem Scheitel @ wird auf dem Kegelschnitt eine 
Involution: 


(8) Na + dam =) 
ausgeschnitten. Die Gleichungen (7) zeigen, daß sich in dieser Involution das zu einer 
Kurve gehörige Polarkurvennetz und das Autopolokonikennetz des Systems II ent- 
sprechen. Ruhepunkte der Involution sind die Punkte &, = 0 und £, = 0. Daraus folgt 
erstens, daß die Verbindungslinie der Punkte PQ den Kegelschnitt K im Punkte P be- 
rührt, und zweitens, daß der Berührungspunkt S, der zweiten, von Q aus an K gelegten 


#, Hier wie im folgenden haben alle Koordinaten, die fortgelassen sind, den Wert Null, 
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Tangente das Netz der Polarkurven 2. Ordnung des im Büschel enthaltenen Dreiseits 
darstellt. 


Durch jeden Punkt von G(u) — Bildpunkt einer Kurve & des syzygetischen Büschels 
(£&& #0) — läuft, von EP abgesehen, eine und nur eine gemeinsame Treflgerade des 
Kegelschnitts Ä und der Geraden A. Es entsteht so eine (1,2)-Korrespondenz zwischen 
den Punkten von A und von G(u). Die gemeinsamen Treffgeraden erfüllen eine Regel- 
fläche 3. Ordnung mit einer einfachen und einer doppelt-zählenden Leitgeraden. Den 
Schnittpunkten der Treffgeraden mit A und Ä entsprechen die beiden Netze von 
Autopolokoniken einer Kurve des syzygetischen Büschels, von denen also, wie wir bereits 
wissen, immer eines dem linearen, das andere dem quadratischen System angehört 
(£; #0). Da diese immer voneinander verschieden sind, werden die Kurven auf reguläre 
Ebenenkomplexe abgebildet. 


Aus der Bildfigur lesen wir ferner den Satz ab: 

Satz 3. Im syzygetischen Büschel einer Kurve 3. Ordnung mit Doppelpunkt werden 
die Kurven durch das in dem Büschel enthaltene Dreiseit und Geradentripel involutorisch 
derart gepaart, daß zwei zusammengehörige Kurven ein Autopolokonikennetz des 1. Systems 
gemeinsam haben und das Autopolokonikennetz des 2. Systems der einen Kurve das Polar- 
kegelschnittnetz der anderen Kurve wird. 

Wir können fortfahren: 

Satz 4. Zwei gepaarte Kurven haben. ein- und dieselbe Cayleysche Kurve. 

In der Tat: Man erhält das Bild der Cayleyschen Kurve einer vorgegebenen Kurve 
3. Ordnung (wie im allgemeinen Falle) durch Projektion der zum Bildpunkt der vor- 
gegebenen Kurve gehörigen syzygetischen Geraden vom Raume ARy(u) aus auf Rg(r). Die 


beiden in einer Ebene durch G(u) liegenden, zu zwei gepaarten Kurven &,:&, und &,: — 5; 
gehörigen syzygetischen Geraden liefern dabei aber nur einen Punkt, den Punkt 
(9) Gyr, Em 28, Urs = 98, 


w.z.b.w. 


(9) ist die Parameterdarstellung der Geraden G(x), in welcher der von @(u), der 
Geraden A und dem Kegelschnitt Ä aufgespannte Bild-R, den Raum AR;(.r) schneidet. 
Die Lage dieser Geraden im Bildraum kann durch zwei Punkte festgelegt werden: G(x) 
enthält den Punkt P und den Bildpunkt des zum Dreiseit des Büschels gehörigen Dreiecks. 
Diesen letzten Punkt aber findet man durch die Bemerkung, daß auf der syzygetischen 
Geraden durch den Bildpunkt D des Dreiseits dieser Punkt D und die Schnittpunkte 
$], 53, D' mit K und den Geraden A und G(x) das Doppelverhältnis D.V.(DD'S,S;) 2 
bilden. Damit ist die Bildfigur vollständig beschrieben (vgl. Fig. 1). 

Wie im allgemeinen Falle kann man nun, ausgehend von dem Bildpunkte S einer 
Kurve 3. Ordnung auf G(u) zuerst die syzygetische Gerade, ihre Verbindungsebene mit 
G(u), deren zweiten Schnittpunkt mit dem Kegelschnitt A, ihren Schnittpunkt mit der 
Geraden G(x), die Verbindungslinie dieser beiden Schnittpunkte und endlich deren 
Treffpunkt mit G(u) konstruieren und so nacheinander die Bildpunkte der zur Kurve S 
gehörigen Autopolokonikennetze, der CGayleyschen Kurve, des Polarkegelschnittnetzes 
und der Hesseschen Kurve finden. 

Ausgenommen werden muß hierbei immer «das Geradentripel (£, — 0), für welches 
die Bildfigur bereits ©! Paare von Autopolokonikennetzen den Punktepaaren der 
auf K definierten Involution entsprechend liefert. Schon hieraus kann geschlossen 
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werden, daß das Geradentripel auf einen zweifach singulären Ebenenkomplex abgebildet 
wird. Von diesem wird in 5 ausführlicher die Rede sein. 





Fig. 1. 


2. Die Kurve 3. Ordnung mit Spitze. Das syzygetische Büschel 

(10) &, (32,23 + 23) — 68,237, = 0 
einer Kurve (£, = 0) mit Spitze verbindet diese Kurve mit ihrer Hesseschen Kurve 
(£, = 0), die dann allen Kurven des Büschels (£, + 0) als Hessesche Kurve gemeinsam ist. 

Die Bildfigur der vorigen Nummer spezialisiert sich in der Weise, daß der Kegel- 
schnitt Ä in zwei Geraden zerfällt, von denen eine mit A identisch wird. Eine Kurve 
(£, +0) des Büschels hat nämlich, wie eine analog zur Rechnung der vorigen Nummer 
durchgeführte Untersuchung ergibt, ein einziges doppelt-zählendes Autopolokonikennetz, 
ein davon verschiedenes Polarkurvennetz und eine bestimmte CGayleysche Kurve. Die 
Koordinaten der Bildpunkte dieser Figuren im Bild-R, des R,, Sind: 


Kurve Polarkegel- Autopolo- Cayleysche Hessesche 
3. Ordnung schnittnetz konikennetz Kurve Kurve 

Cya3 ” 2E, , 0, 0, 0, 0, 
Ezır Sı ) ) 0, 0, 0, 

(i |) Cs r 5 0, 0, v, 0, 
Cyrı ü As, S; 0, Se A, 
Ess == + 265, 0, Sı» 1» +2, 

’ NE ‚I 

Eos 0, 285, 4595 0%5, 0. 


Wir entnehmen dieser Tabelle den Satz: 

Satz 5. Der Bild-R, des syzygetischen Büschels einer Kurve 5. Ordnung mit Spitze 
wird von den beiden windschiefen Geraden G(u) und G(x) aufgespannt, deren Punkte die 
Kurven des syzygetischen Büschels und die entsprechenden Cayleyschen Kurven darstellen. 
Autopolokonikennetze und Polarkegelschnittnetze werden auf die Punkte zweier Geraden A 
und K’ abgebildet, die sich auf G(x) im Punkte &, = 0 schneiden. Diese Geraden liegen 
mit G(x) in einer Ebene, welche G(u) in dem Bildpunkte H (£, = 0) der allen Kurven des 
syzygetischen Büschels gemeinsamen IlIesseschen Kurve schneiden. Die Gerade A ist auf 
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G(u) projektiv bezogen. Die einen Punkt &E von G(u) mit dem entsprechenden Punkte $S von A 
verbindende Gerade (welche Mg im Punkte S tangiert) ist die zu & gehörige syzygetische 
Gerade. Ihre Verbindungsebene mit G(u) schneidet die Gerade K’ im Bildpunkte T des 
Polarkegelschnittnetzes und die Gerade G(x) ım Bildpunkte € der Cayleyschen Kurve der 
vorgegebenen Kurve &£ (Fig. 2). 




















Fig. 2. 


Wir bemerken schließlich, daß die Kurve mit Spitze, weil sie ein einziges doppelt- 
zählendes Autopolokonikennetz besitzt, auf einen Ebenenkomplex mit doppelt-zählender 
Kernebene, also auf einen einfach-singulären Ebenenkompler abgebildet wird. 

3. Die Kurve 3. Ordnung mit zwei Doppelpunkten. Die Kurve 3. Ordnung mit 
zwei Doppelpunkten 


(12) &,23 zo 05,7] Toalz = () 


besteht aus einem regulären Kegelschnitt und einer Geraden, die diesen Kegelschnitt 
in zwei verschiedenen Punkten schneidet. Das zu ihr gehörige syzygetische Büschel 
wird von dieser dreifach gezählten Geraden (£, = 0) und dem Dreiseit aufgespannt, 
das diese Gerade zusammen mit den Tangenten in den beiden Schnittpunkten der Geraden 
mit dem Kegelschnitt bildet (£, = 0). Das zu diesem Dreiseit gehörige Dreieck stellt 
die allen Kurven des Büschels (£, = 0) gemeinsame Cayleysche Kurve dar. 

Die Bildfigur im AR,s ist im Falle der Kurve mit zwei Doppelpunkten eben. Die 
Ebene wird von der Bildgeraden G(u) des svzygetischen Büschels und einer durch den 
Punkt D (£, = 0) dieser Geraden laufenden Bildgeraden A der Netze von Polarkegel- 
schnitten der Büschelkurven aufgespannt. Auf@G(u) ist ferner der Punkt &, = O als Bild- 
punkt des im syzygetischen Büschel enthaltenen Dreiseits ausgezeichnet. Es ist be- 
kannt ®), daß die durch ihn hindurchlaufende syzygetische Gerade den Raum A;(.r) 
schneidet. Der Schnittpunkt €, gleichzeitig der Schnittpunkt unserer Bildebene mit 
dem Raume Ay,(x), ist der Bildpunkt der allen Kurven des Büschels gemeinsamen Cavlev- 
schen Kurve. Dieselbe syzygetische Gerade schneidet die Gerade 4 im Bildpunkte E 
des Netzes von Polarkurven 2. Ordnung des Dreiseits und enthält überdies einen weder 


5) Verl. die in Anm. 2 zitierte Arbeit, Satz 11. 
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auf A noch auf G(u) gelegenen Punkt P, der das Netz der Kurven 2. Ordnung darstellt, 
die das Dreiseit zum Polardreiseit haben. 
In der folgenden Tabelle stellen wir die Koordinaten der Bildpunkte zusammen: 


Kurve Polarkegel- Autopolokoniken- Cayleysche Hessesche 
3. Ordnung schnittnetz netz | netz II Kurve Kurve 
Gas BEN Se + & + & 0, 0, a 3 
(1 >) Grys =+ A&,, 0, 0, s, 2, ah A&,, 
Gj93 ug &, Eres &p, + &, 0, 1, + Ep. 


Dieser Tabelle und der Bildfigur (Fig. 3) entnehmen wir den Satz: 





Fig. 3. 


Satz 6. Im syzygetischen Büschel (12) einer Kurve 3.Ordnung mit zwei Doppel- 
punkten gehört zu jeder (&, + 0) Kurve ein System von zwei verschiedenen Autopolokoniken- 
netzen. Ein Netz (II) ist allen Kurven des Büschels gemeinsam: das Netz der Kurven 
2. Ordnung, die das Dreiseit des Büschels zum Polardreiseit haben (Bild: Punkt P). Das 
sweite Autopolokonikennetz der Kurve E ist das Polarkurvennetz der Kurve &’ des syzygeli- 
schen Büschels, die der Kurve & in der durch Dreiseit und dreifache Gerade im Büschel be- 
stimmten Involution entspricht. (Die Verbindungslinie des Bildpunktes der Kurve & mit 
dem Punkte P/ schneidet A im Bildpunkte 5 des Autopolokonikennetzes I, Zu diesem 
Punkte ist S’ in Bezug auf ED der vierte harmonische Punkt.) 

Die Kurven des Büschels haben eine gemeinsame Cayleysche Kurve (Bild: Punkt C). 
Jede Kurve (£, + 0) hat eine bestimmte, außer im Falle &, = OÖ von ihr verschiedene Hessesche 
Kurve. (Die Verbindungslinie von C mit dem Bildpunkt 5’ des Polarkegelschnittnetzes 
einer Kurve £ schneidet den Bildpunkt #4 der Hesseschen Kurve von & aus G(u) aus. 
D.V.(DESS’) = — 1.) 

Da der Ebenenkomplex, auf den unsere Kurve 3. Ordnung abgebildet wird, zwei 
verschicdene Kernebenen besitzt, wird die Kurve 3. Ordnung mit zwei Doppelpunkten 
auf einen regulären linearen Ebenenkomplex abgebildet. 

4, Die in einen Kegelschnitt und eine Tangente dieses Kegelschnittes zerfallene 
Kurve 3. Ordnung. Im syzygetischen Büschel einer Kurve 3. Ordnung, die in einen regu- 
lären Kegelschnitt und eine Tangente dieses Kegelschnittes zerfällt, 


(14) — 68,23 + 3E,(2,23 + a,) = 0, 
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ist die dreifach gezählte Tangente Hessesche Kurve aller (&,; # 0) Kurven des Büschels 
und der dreifach gezählte Berührungspunkt Cayleysche Kurve aller Kurven des Büschels. 
Die Verbindungslinie der Bildpunkte 7 und € dieser beiden Kurven besteht ganz aus 
Bildpunkten von Ebenen. Auf ihr befindet sich der Bildpunkt ? des allen Kurven ge- 
meinsamen Polarkegelschnittnetzes und der Bildpunkt A des allen Kurven gemeinsamen 
doppelt-zählenden Autopolokonikennetzes. Eine Kurve 3. Ordnung, die in einen regulären 
Kegelschnitt und eine Tangente dieses Kegelschnittes zerfällt, wird also auf einen einfach- 
singulären Ebenenkomplex abgebildet. 

Daß das Autopolokonikennetz A doppelt-zählend Autopolokonikennetz wird, kann 
man der zu dürftig ausgefallenen Bildfigur nicht entnehmen. Wir betrachten daher an 
Stelle des syzygetischen Büschels das System aller Kurven 3. Ordnung, die in eine Gerade 
(x) = 0) und einen diese Gerade in einem fest vorgegebenen Punkt (0:0:1) berührenden 
Kegelschnitt zerfallen: 

(15) X02,23 + &(Aı8ı + Ag + Asa) = 0. 

In diesem Gebüsch sind zwei Bündel ausgezeichnet: 

Das Bündel X, = 0 der Kurven 3. Ordnung, die in die doppelt gezählte Gerade 
x, = und eine beliebige zweite Gerade zerfallen. 

Das Bündel X, = 0 der Kurven 3. Ordnung, die in die Gerade x, = (0 und ein 
Geradenpaar zerfallen, das seinen Scheitel im Punkte 0:0:1 hat. 

Diese beiden Bündel durchdringen sich in dem Büschel X, = 0, X, = 0 derjenigen 
Kurven 3. Ordnung, die in die doppeltgezählte Gerade x, = 0 und eine beliebige, durch 
den Punkt 0:0:1 laufende Gerade zerfallen. In diesem Büschel befindet sich 
(Xu = X, = X, = 0) die dreifach gezählte Gerade x, = 0. 

Unter einer Kurve allgemeiner Lage des Gebüsches verstehen wir im folgenden 
eine Kurve, die keinem der beiden ausgezeichneten Bündel und also dem in dieser Nummer 
zu untersuchenden Kurventypus angehört. 

Bei der Abbildung auf R,, wird das Gebüsch (15) aufeinen R% des R;(u) abgebildet, 
der durch folgende Parameterdarstellung geliefert wird: 


Ey; = — 2A, Ca = +2X, CE, = — 2X, 
(16) Cr = + As Cor = — A, Car =+ Ay 
E,’23 — u 3A. 


In diesem Raume sind, den Bündeln X, = 0 und X, = O0 entsprechend, zwei Ebenen 
ausgezeichnet, die sich in einer Geraden schneiden, auf welcher sich der Bildpunkt # 
der allen Kurven allgemeiner Lage des Gebüsches gemeinsamen Hesseschen Kurve 
x? = (0 befindet. (Für die übrigen Kurven wird die Hessesche Kurve unbestimmt.) 
Dieselben Kurven des Gebüsches haben auch alle ein- und dieselbe Cavleysche Kurve, 
den dreifach gezählten Berührungspunkt u3 = 0, welcher auf einen Punkt € von Rg(r) 
abgebildet wird. Da H,C Bildpunkte von zwei Ebenen sind, die sich in einer Geraden 
schneiden, sind die Punkte der Verbindungslinie sämtlich Bildpunkte von Ebenen, die 
Gerade HC liegt auf My. Für das Folgende ist es nun wichtig, die Beziehung zwischen 
den Punkten dieser Geraden und den Ebenen des durch X, = 0, X, = 0 aufgespannten 
Ebenenbüschels im R% zu kennen. 

Jede Ebene des Büschels a,X, + a3 X3 = 0 stellt zunächst ein Bündel von Kurven 
3. Ordnung dar. Sie ist aber — weil jede Kurve in die Gerade x, = 0 und einen Kegel- 
schnitt zerfällt — zugleich Repräsentantin eines Kegelschnittnetzes. Wir wollen die 
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Büschelebene, die einen Punkt allgemeiner Lage mit der Geraden X, = 0, X, = 0 ver- 
bindet, kurz die „Verbindungsebene‘‘ des Punktes nennen und in demselben Sinne von 
dem Verbindungsbündel einer Kurve 3. Ordnung unseres Gebüsches und dem Verbindungs- 
netz einer Kurve 2. Ordnung unseres Gebüsches sprechen. Wir behaupten dann: 


Satz 7. Die Ebenen des ausgezeichneten Ebenenbüschels im Raume R% stellen die 
Autopolokonikennetze und Polarkegelschnittnetze des Kurvengebüsches dar. Alle Kurven 
eines Verbindungsbündels haben das gleiche Polarkegelschnittnetz und das gleiche doppelt- 
zählende Autopolokonikennetz. Man erhält die Bildebene des Polarkegelschnitinetzes einer 
Kurve 3.Ordnung Y, indem man zu der Ebene X, = O die vierte harmonische Ebene in 
Bezug auf X, = 0 und die Verbindungsebene von Y bestimmt. Man erhält die Bildebene 
ihres Autopolokonikennetzes, indem man die vierte harmonische Ebene zu ihrer Verbindungs- 
ebene in Bezug auf die Ebenen X, = 0, X, = 0 bestimmt. 


Den Beweis liefert die Rechnung. Man findet als Gleichungen der drei mit einer 
Kurve Y allgemeiner Lage des Gebüsches verbundenen Netze und als Koordinaten ihrer 
Bildpunkte im AR;s: 


| Verbindungsnetz: 
30, 05 =0, Yzcg — 2Y ol =0; Era = — Y, Er = +27, 
17) | Polarkegelschnittnetz: 
/ . ” 
gt, og =0, Ye — Kost; Sa = + TY, Erz = — Yo 
Autopolokonikennetz: 





gl, cg=0, Yzcg+2Yocsı =0; Era = + TY, Erz = +2Yo 


Diese Koordinaten zeigen aber weiter, 'daß die oo! den Ebenen des ausgezeichneten 
Ebenenbüschels entsprechenden Kegelschnittnetze (bei der Abbildung der Ebenen des 
N, auf die Punkte des R,,) auf die Punkte der Geraden HC abgebildet werden, und es 
gilt nun, den Zusammenhang zwischen den Punkten von HC und den Ebenen des ausge- 
zeichneten Büschels konstruktiv im AR,, herzustellen. Wir behaupten: 


Satz 8. Die Tangential-R, der Punkte der Geraden HC an My schneiden R,(u) in 
dem ausgezeichneten Ebenenbüschel. Der Berührungs-R, im Bildpunkte des Autopolo- 
konikennetzes der Kurve Y schneidet R,(u) ın der Verbindungsebene der Kurve Y. 


Zum Beweise stellen wir die Gleichungen des Tangential-R, der My im Punkte 
Go, = Yz, Easy» = 2Y, auf. Nach C. Segre ) wird er von den Bildpunkten aller der 
Ebenen aufgespannt, welche die Bildebene des vorgegebenen Punktes in einer Geraden 
schneiden. Man erhält eine Parameterdarstellung dieser Ebenen, wenn man zwei beliebige 
Punkte der Bildebene des Berührungspunktes mit einem beliebigen dritten Punkt des 
R,s verbindet. Dieser Parameterdarstellung entnimmt man dann die Gleichungen des 
Tangential-R;: 


Er =0, (d=233,1,2) 2Yo& 2 — Yalızs = 0, 
(18) Go, u 0, 2Y,Ejor' aan Y,&,rr — 0, 
Eyr, _ 0, 2Y, Eyos ku Y; Gyr; a. 0, 


2 Yo Eger —/ sCyrr vn 0, 


der den A,(u), wie behauptet, in der Verbindungsebene des Bildpunktes (16) der Kurve Y 
schneidet. 


6) Ü. Segre, Sui complessi lineari di piani nello spazio a cinque dimensioni, Ann. di Mat. (3) 27 (1918), S. 75; 
(16), (17). 
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ö. Das Geradentripel. Bildet man die dreifach gezählten Geraden durch den 
Punkt 0:0:1 auf Punkte des R,(u) ab, so erhält man eine Raumkurve 3. Ordnung, 
welche einen A, aufspannt. Die Punkte allgemeiner Lage dieses Raumes stellen Geraden- 
tripel dar, die aus drei verschiedenen Geraden bestehen. Liegt der Punkt auf der Tan- 
gentenfläche der C®, so ist er der Bildpunkt einer Kurve 3. Ordnung, die in eine doppelt- 
zählende und eine einfach-zählende Gerade zerfällt, und handelt es sich endlich um 
einen Punkt der C® selbst, so entspricht ihm eine dreifach-zählende Gerade. 


Die Gleichung 
(19) + 3=0 


stellt ein allgemeines Geradentripel dar. Es wird auf einen zweifach-singulären Ebenen- 
komplex abgebildet. In der Tat zeigt die Gleichung des Bildkomplexes 


(20) Cry + ar =, 


daß dieser Komplex von zwei Ebenen aufgespannt werden kann, die sich in einem Punkte 
(Bildpunkt der Kurve u? = 0) schneiden und (daher) in einem R, (Bild-R, der Kurve 
%/%g = 0) liegen. Sucht man nun die Autopolokoniken der Kurve, so wird man auf 
nur eine Gleichung c,; = 0 geführt (vgl. Satz 1), welche besagt, daß der Bild-R, der Auto- 
polokonik durch den Bildpunkt von u3= 0 laufen soll. Hiernach gäbe es ©* Auto- 
polokoniken eines Geradentripels und &® Netze von Autopolokoniken. 

Will man aber eine völlige Analogie zwischen der Theorie der Autopolokoniken 
und der linearen Ebenenkomplexe erreichen, so darf man nur solche Netze Autopolo- 
konikennetze nennen, die gleichzeitig die Kurve 2,2, = 0 enthalten, so daß die Bild- 
ebenen in dem ausgezeichneten Rt, liegen und durch den ausgezeichneten Punkt laufen. 
Dann kann man sagen: 

Satz 9. Ein Geradentripel (2 + x3=0 oder xi2,=0) wird auf einen zweıfach- 
singulären Ebenenkomplex abgebildet. Den »* Kernebenen dieses Komplexes entsprechen 
die &* Kegelschnittnetze, welche als Netze von Kurven 2. Ordnung die Hessesche Kovarıante 
des Geradentripels (x), = 0 oder x? =) und als Netze von Kurven 2. Klasse den zweifach 
gezählten Scheitel des Geradentripels (u3 = 0) enthalten. 

Die Autopolokonikennetze werden auf eine reguläre Mi abgebildet, die R,(u) in 
zwei (verschiedenen — 2? = 0, 23 = 0 — oder zusammenfallenden — 27 = 0 —) Punk- 
ten, den AR,(u) in einem einzigen Punkte (u3 = 0) schneidet. 

6. Klassifikation der Kurven 3. Ordnung. Wir schließen mit einer Zusammen- 
stellung, in welcher wir die Kurven 3. Ordnung nach der Art der ihnen zugeordneten 
linearen Ebenenkomplexe anordnen: 


I. Bildkomplex regulär. 
1. Allgemeine Kurve. 
2. Kurve mit Doppelpunkt. 
3. Kegelschnitt mit Sekante. 
4. Dreiseit. 


II. Bildkomplex einfach-singulär. 
5. Äquianharmonische Kurve. 
6. Kurve mit Spitze. 
7. Kegelschnitt mit Tangente. 


32* 
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III. Bildkomplex zweifach-singulär. 
8. Geradentripel aus drei verschiedenen Geraden. 
9. Geradentripel aus einer doppelt-zählenden und einer einfach-zählenden 
Geraden. 


IV. Bildkomplex höchstsingulär. 
10. Dreifache Gerade. 


Eingegangen 4. Juni 1935. 














A note on Bieberbach'’s trisection method. 


By Raymond Garver. 


In a recent paper „Zur Lehre von den kubischen Konstruktionen‘ !) Bieberbach 
has given an interesting method of trisecting an arbitrary angle which requires only 
one construction with a movable right angle in addition to constructions with straight 
edge and compass. The method is as illustrated in the figure. 


R 








— 


A circle of unit radius is described with center at A. A diameter cuts the cırcle at 
P, and is extended to O, a unit beyond P. The circle with unit radius and center at P 
is not used in Bieberbach’s trisection; it will be considered later. The angle 9 to be 
trisected is placed as in the figure, with its vertex at P. Note that 9 may be taken as 
an acute angle without real loss of generality, since a larger angle can be expressed as 
an acute angle plus a multiple of ninety degrees, and since a thirty-degree angle is easily 
constructible.. The movable right angle is now employed; we may use the corner of 
a sheet of paper or a right angle carefully constructed on transparent paper. The vertex 
of the right angle is made to slide along PR, with one side of the right angle always 
passing through O, until the other side becomes tangent to the constructed circle. 

The point on PR which ıs thus located ıs called 5 on the figure; ıt can actually 
be located quite accurately, but Bieberbach points out that his interest in the construction 
is from the standpoint of theory rather than of practice. After the location of $ has 
been indicated, Bieberbach proves that PS = 2cos 9/3°?). The angle #3 can then be 
constructed at once. 

In this note I propose to show that Bieberbach’s trisection is equivalent to trisection 
with a limacon, and to indicate an alternate, and very easy, method of determining the 
point $ which does not require either the movable right angle or an actual drawn li- 
macon. As a matter of fact, these two results are obtained in the order reverse to that 
indicated. 


!) Ds. Journal 167 (1932), S. 142— 146. 
2) This result is true when ® is acute, as we are assuming it to be. In other cases it is subject to 
slight modifications. 
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Consider an ordinary coordinate system with origin at O and x-axis along OA. 
The equation of OS may be taken as y = mx, and that of PRas y=k(x—1). These 
two lines meet at the point whose coordinates are [k/(k — m), km/(k — m)]. 

Now if $ is determined by Bieberbach’s method it is not difficult to show that 
k and m are subject to the condition 


„ — 2m tmVm: +1 
Ymi +1 +1—m 


Using this value of k, the y-coordinate of S becomes 
2m + mym’ +1 


Denote angle AOS by y. We then have sin y = m//1 + m?, and OS is the y-coordinate 
of $ divided by siny. Simplifying, we find 
08 = -1=2cosy+1. 

We may then state 

Theorem I. The point S is defined by the condition that, of the total length of OS, 
just one unit lies outside the circle with center at P and unit radıus. 

This method of determining S seems to be a little more convenient, at least from 
a practical standpoint, than that involving the movable right angle. We further state 

Theorem II. Bieberbach's trisection is equivalent to trisection wuh a limagon. 

For we have proved that $ is the intersection of PR witho=1-+2cosy, the 
pole and polar axis being O and OA. 


Eingegangen 10. Mai 195. 
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Über die Torsion einer Überdeckung. 


Von Wolfgang Franz in Marburg. 


Im folgenden wird jeder Überdeckung !)?) eines topologischen Komplexes mit 
einem (kommutativen) Körper, deren sämtliche Bettischen Zahlen Null sind, eine In- 
variante zugeordnet. Auf Grund ihrer Bedeutung für die Überdeekung und den Komplex, 
insbesondere für die später erklärten Linsenräume, wird sie die Torsion der Überdeckung 
bzw. des zugehörigen Kettenringes genannt. Bei Zugrundelegung des Homotopie- 
kettenringes 3), einer Überdeckung mit dem Gruppenring der Fundamentalgruppe mit 
ganzen rationalen Koeffizienten, ist die Torsion zugleich eine topologische Invariante des 
Komplexes selbst. Sie stellt dann eine Verallgemeinerung einer Invariante dar, die 
K. Reidemeister für dreidimensionale Linsenräume und allgemeiner für Normalformen 
dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten mit nur einer dreidimensionalen und einer null- 
dimensionalen Zelle aufgestellt hat *) und mit deren Hilfe er das Homöomorphieproblem 
für Linsenräume gelöst hat ?). — Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit wird die Torsion 
definiert und ihre Invarianz festgestellt. Ferner wird in gewissem Sinne die Einzigkeit 
dieser Invariante nachgewiesen. Der zweite Teil bringt eine Anwendung auf das spezielle 
Problem der von G. de Rham eingeführten (22 + 1)-dimensionalen Verallgemeinerungen 
der Linsenräume ®), die wir auch kurz Linsenräume nennen. Diese Räume besitzen, 
ebenso wie im Spezialfall von drei Dimensionen, eine endliche zyklische Fundamental- 
gruppe der Ordnung m, ihr Gruppenring ist also eine kommutative halbeinfache Algebra 
bzw. eine Ordnung einer solchen, d. h. eine direkte Summe von Körpern, und zwar 
von Kreiskörpern. Der Homotopiekettenring zerlegt sich entsprechend in die von 
einander unabhängigen Überdeckungen mit den einzelnen Kreiskörpern. Die Torsion 
wird in jedem Falle eine ganze algebraische Zahl, und der Vergleich für die verschiedenen 
Linsenräume führt auf die Frage nach der Unabhängigkeit von gewissen Einheiten im 
m-ten Kreiskörper, die im wesentlichen mit den Kreiseinheiten °) identisch sind. Wenn 
m eine Primzahl (allgemeiner eine Primzahlpotenz) ist, so zeigt der bekannte Kummersche 
Ausdruck für die Idealklassenzahl im m-ten Kreiskörper, daß diese Einheiten unab- 


1) K. Reidemeister, Überdeekungen von Komplexen, Journ. f. reine u. angew. Math. 173 (1935), im folgen- 
den zitiert als U,. Herrn Professor Reidemeister bin ich für vielfache Anregungen bei dieser Arbeit zu großem 
Dank verpflichtet. 

2) W. Franz, Überdecekungen topologischer Komplexe mit hyperkomplexen Systemen, Journ. f. reine u. 
angew. Math. 173 (1935), im folgenden zitiert als U,. 

3) K. Reidemeister, Homotopiegruppen von Komplexen, Hamburger Abhandl. 10 (1934). 

#) Siehe U,, $6. 

5) K. Reidemeister, Homotopieringe und Linsenräume, Hamburger Abhandl. 11 (1935). 

6) G.de Rham, Sur l’analysis situs des varietösän dimensions, Journ. de Math. pur. et appl., ser. 9, 10 (1931). 

?) D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkörper, Jahresber. d. D.M.V. 4 (1897), $ 8. 
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hängig sind. Während von dieser Tatsache für das Homöomorphieproblem im drei- 
dimensionalen Fall nur eine relativ einfache Teilaussage notwendig ist, wird für die 
Lösung des Problems ım allgemeinen Fall die volle Aussage herangezogen. Bei beliebig 
zusammengesetztem m kann man sich entsprechend auf die Tatsache stützen, daß die 
sämtlichen zum m-ten Kreiskörper und seinen Teilkörpern gehörigen Kreiseinheiten ein 
volles System von Einheiten des Körpers bilden (d. h. in der vollen Einheitengruppe 
des Körpers eine Untergruppe von endlichem Index erzeugen). Etwas einfacher kommt 
man zum Ziel, wenn man die Tatsache benutzt, daß die Z-Reihen L(s, x) des rationalen 
Zahlkörpers bei s = 1 nicht verschwinden, wenn x nicht der Hauptcharakter ist. 


I. 


1. Bezeichnungen und Sätze aus der Determinantentheorie. Die Matrix A mit 
Koeffizienten aus einem beliebigen Körper sei vom Typus (m, n) (m Zeilen und n Spalten) 


und vom Range r. A”, die v-te Abgeleitete von A®), besteht aus allen v-reihigen Unter- 


determinanten von A in lexikographischer Anordnung. A’ ist vom Typus (7) (*)) 


und vom Range (7). Ist 3 vom Typus (n, !), so ist (AB) = AB". — A“? ent- 


steht aus A durch Übergang zu den »-reihigen Unterdeterminanten in lexikographischer 
Anordnung, je nach der Summe der beteiligten Zeilen- und Spaltenindizes mit posi- 
tivem oder negativem Vorzeichen, und durch Spiegelung an der Nebendiagonale. 


ee n\f® r ww _ nn __ 
A“ ist vom Typus ((). (")) und vom Rang (")- Es gilt (AB) =B A. 
Ist A n-reihig quadratisch mit der Determinante |A|, so gilt der Laplacesche Ent- 
wicklungssatz Ama"? —|A|E ((},)-reihige Einheitsmatrix‘), für |A| #0 insbeson- 


dere A'= JA TA", (Amy = |A|TTA"?, Ferner gilt?) (AP) = Aa, 
für |A| + 0 insbesondere (A')" = | AA", (ATX = | AITTA", Setzt man 
Am = A” =4, so gelten diese Sätze auch für » = 0. 

2. Ein Satz über lineare Gleichungen. Die Gleichung Ar =(0, in der x eine zu 
bestimmende n-gliedrige Spalte bedeutet, hat n — r unabhängige Lösungen, die zu der 
(n, n — r)-reihigen Matrix X vereinigt seien. Jede andere Lösung x, dieser Gleichung 
läßt sich aus den Spalten von X linear kombinieren; ist X, eine beliebige (n, k)-reihige 
Matrix mit AX, =0, so ıst X, von der Gestalt X, = XZ mit (n —r, k)-reihigem Z. 
X ist vom Rang n—r, X" ist also vom Rang 1 und stellt eine von der Nullspalte 


verschiedene (*)-gliedrige Spalte dar. Ferner gilt X” = X"zZ", dabei ist 


Z"” eine Gh „)"gliedrige Zeile, die Spalten von X\' " sind Vielfache der Spalte 


(n—r) 


X", Wir können daher sagen: Ist AY =0, so sind die Spalten von Y", soweit 


8) Über die im folgenden benutzten abgeleiteten und adjungierten Matrizen siehe L. Kronecker, Vorlesungen 
über die Theorie der Determinanten. Bearbeitet und fortgeführt von K. Hensel, Leipzig 1903, 19. Vorlesung. 

°) Satz von Jacobi. Vgl. Kronecker-Hensel a.a.0.®), S. 334/5. Der Satz ergibt sich, wenn man in dem 
speziellen Laplaceschen Satz AA*"—1 — |A| E die v-ten Abgeleiteten bildet und das Ergebnis mit dem allgemeinen 
Laplaceschen Satz vergleicht. 
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sie von der Nullspalte verschieden sind, einander proportional. Analog: Ist YA =, 


(m—r) 


so sind die Zeilen von Y'" ", soweit sie von der Nullzeile verschieden sind, einander 
proportional. 


Wir wollen diese durch A bestimmte, bis auf einen Proportionalitätsfaktor fest- 
gelegte (*)-gliedrige Spalte 3 und ("*)-gliedrige Zeile 3 durch A ausdrücken. Sei in 


A etwa die linke obere r-reihige Eckunterdeterminante von Null verschieden. A, gehe 
aus A durch Streichung der m — r letzten Zeilen und Anfügung von n —r derartigen 
anderen Zeilen hervor, daß A, eine von Null verschiedene Determinante bekommt. 
Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz bilden dann die n— r letzten Spalten von 


AS" ” ein volles unabhängiges Lösungssystem für die Gleichung Ar =(0. Die letzte 
Spalte von (A$" ”)”"” ist also zu 3 proportional. Nach dem am Schluß von Nr.1 
angeführten Satz ist (A$"7)*” proportional zu Aß”. Die letzte Spalte von A/” 
ist aber dieselbe wie die letzte Spalte von A’. Da alle Spalten von A”’ einander 
proportional sind, können wir sagen: Ist AY=0, so sind die Spalten von Y'"" 
den von der Nullspalte verschiedenen Spalten von 4” proportional; ist YA =(0, 
so sind die Zeilen von Y'"” den von der Nullzeile verschiedenen Zeilen von A” 


proportional. 

3. Formulierung des Äquivalenzproblemes. X sei ein n-dimensionaler topologischer 
Komplex bestehend aus den Zellen & (k=0,...,n;i=1,...,%), U eine Überdeckung 
von ft mit einem Körper K, definiert durch die Berandungsmatrizen A; (k=0,...,n—1) 


vom Typus (&+1,&:) und vom Rang r;. Es gilt RR, _ı =0. Die Bettischen Zahlen 
von U sind p, = u — rr — nr; dabei ist r„ = r_ı = 0 gesetzt. Wir machen die Voraus- 
setzung, daß alle p; Null sind, sodaß, = r, mn = Mm, Ks =n+nalsksn—1). 
Bei elementarer Unterteilung von $, etwa bei Einführung zweier neuer Zellen 


k+1 
Oap+ıtl 


neue aus lauter Nullen bestehende Zeile und A; eine neue Spalte und eine neue Zeile, die 
an ihrem Schnittpunkt eine 1 und sonst lauter Nullen enthalten. Danach kann man 
erreichen, das alle rx > O0 sind, was wir im folgenden voraussetzen. Bei einem Basis- 
wechsel unter den k-dimensionalen Zellen, der durch a;-reihige Matrizen P; mit |P; = 0 
(k=(0,...,n) vermittelt wird, geht AR; über in P;ıı Rı P;'. Wir wollen nun nur solche 
Transformationsmatrizen P; zulassen, deren Determinanten | P;| in eine fest gegebene 
multiplikative Gruppe & von Elementen =+ 0 des Körpers K fallen; durch diese Gruppe 
& werden die hier zu betrachtenden Überdeckungen genauer festgelegt '%). Dann ent- 
steht folgendes rein algebraische Äquivalenzproblem: Es ist ein volles Invarianten- 
system anzugeben für alle Systeme von Matrizen, die aus dem System A,-ı, . - -, R, 
durch Transformationen der angegebenen Art hervorgehen. 


4. Definition der Torsion. Wir bilden das Matrizensystem 


k R . -. . 
Qa,+1 bekommt A;;ı eine neue aus lauter Nullen bestehende Spalte, A;_ı eine 


R'n-ı 


Pa \ 
Dr RB”, wenn 2 gerade, 
n—1l ? ’ $) 


fa__o (rn__s) 
et... 


3 ) ) 
y RY”, R(”, wenn n ungerade. 


Alle diese Matrizen sind vom Range 1, lassen sich also als Matrizenprodukt einer Spalte 


10) Bei den früher in U, betrachteten Überdeckungen war € als die Gruppe aller Körperelemente + O0 ange- 
nommen. In dem Falle sind, wie dort bewiesen, die Bettischen Zahlen die einzigen Invarianten der Überdeckung. 
Vgl. darüber auch U,, $1, letzter Absatz. 

Journal für Mathematik, Bd, 173, Heft 4. 33 
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und einer Zeile schreiben: AX® bezw. R$’ — 3,3,, wobei 3, und 3, nicht ganz aus 
Nullen bestehen und nur bis auf eine willkürliche Konstante bestimmt sind, die an % 


als Multiplikator und gleichzeitig an 3, als Divisor angebracht werden darf. Rn) ist 
eine Zeile, 8,1 ist also ein Körperelement #0; R£’” ist eine Zeile, AV” eine Spalte, 
5, (bei geradem n) bezw. 39 (bei ungeradem n) sind also Körperelemente # 0. Nach 
dem Satz von Nr. 2ist 3, , Zu 3,» 9, _, ZU 8, 9 3,_, Zu 3,_, u.8.f. proportional. Aus 
den Proportionalitätsfaktoren bilden wir das von Null verschiedene Produkt 
f 

en BR , - : bei geradem n, 
in Ina d2 80 
131 8ı 
 T ist von den genannten willkürlichen Konstanten unabhängig und heiße die Torsion 
der Überdeckung U. 

In dem — topologisch bedeutungslosen — Falle n=1 ist T gleich der Deter- 
minante der (in diesem Falle einzigen, quadratischen) Berandungsmatrix R,. 


5. Invarıanz von T. Bei Transformation durch Matrizen P; mit | P;| #0, etwa 
bei Ersetzung von AR; durch R,.Px;' und von Rı_ı durch P;R;_ı, geht RY® über in 
(R,Pz ')k® .. R£® (Py')® rn RY» PT pe rn RY» IP, prı-v, 


letzteres nach dem Satze am Schluß von Nr. 1 und wegen „=r,-+r,_. Re geht 





- 30 bei ungeradem n. 


über ın 


(PR 


Hr? _ Rn-ı pfrn—ı? 
k ) = RP, 


k—1 
Bei der Bildung von T kann man also 3, und 3, , beibehalten, wenn man 3, durch 
3, |Pı" Pr—v und 3, _, durch | Pir-r ersetzt. Der Quotient 3,/3,_, der beiden 
Zeilen bekommt also den Faktor |P,|”’. In ähnlicher Weise ändert sich der Quotient 
8,/8,_, beim Übergang von RY® und Rlt—) zu (R,P,')® und (P,R, ,)"*, und 


zwar bekommt er den Faktor |P;|. Durch die Transformationsmatrizen P, und P, . 
endlich bekommen $,—ı und 3, (bei geradem n) bezw. 3, (bei ungeradem n) die Fak- 


toren |P,„| und |P,|”". Insgesamt bekommt T bei der Transformation nur Faktoren 
der Form |P;|"". Wenn also alle Determinanten |?;| in die Gruppe € fallen, bleibt 
die Restklasse von T nach der Gruppe € bei der Transformation invariant. 

An Hand der Definition der abgeleiteten Matrizen überzeugt man sich leicht, 
daß T auch bei Unterteilung des Komplexes $t invariant bleibt; doch folgt das einfacher 
aus der in der folgenden Nr. anzugebenden Normalform. 

6. Einzigkeit der Invariante T. Um die Berandungsmatrizen AR; gleichzeitig in 
eine Normalform überzuführen, benutzen wir zunächst Transformationsmatrizen P; 
der folgenden beiden Formen: (1) VY„ (ua#») mit „=Äh, „=—l1l a=1 
(i + u,»), ax = 0 sonst, (2) Zu(b) (u #») mit a„=b, au —=1, au = 0 sonst; beide 
haben die Determinante 1. Mit ihrer Hilfe kann man in bekannter Weise erreichen !!), 
daß die transformierten Berandungsmatrizen in der Hauptdiagonale der rechten oberen 
r,-reihigen Untermatrizen von Null verschiedene Elemente besitzen, sonst aber nur 
aus Nullen bestehen. Da x, > r, ist, kann man dann eine a,-reihige Diagonalmatrix ?, der 


't) Siehe etwa 7,, Satz 6 und anschließende Bemerkungen. 
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Determinante 1 so bestimmen, daß nach vorderer Multiplikation mit ?, die Berandungs- 
matrix AR, in der Hauptdiagonale mit Einsen und sonst mit Nullen besetzt ist. Da 
X > Typ: + +, &n—ı > Tu, Kann man nacheinander Diagonalmatrizen der Determinante 1 
als Transformationsmatrizen bestimmen derart, daß für k=(,....n—2 die Beran- 
dungsmatrizen AR; in der Hauptdiagonale der rechten oberen r;-reihigen Teilmatrizen 
mit Einsen und sonst nur mit Nullen besetzt sind. A,„-ı ist dann nur in der Haupt- 
diagonale der rechten r„_ı-reihigen Untermatrix mit von Null verschiedenen Elementen 
besetzt. Ist deren Produkt gleich T,, so kann man endlich P,„ als Diagonalmatrix der 
Determinante 1 so bestimmen, daß nach vorderer Multiplikation mit P, die Reihe dieser 
von Null verschiedenen Elemente lautet: T,, 1, ....,1. Jetzt erkennt man T,=[T als 
Torsion der Überdeckung. Zugleich ergibt sich, daß man jedes System von Berandungs- 
matrizen mit der Torsion T in die somit hergestellte Normalform überführen kann, daß 
also neben den Bettischen Zahlen der Überdeckung die Torsion T (genauer die Restklasse 
von T nach €) die einzige Invariante der Überdeckung ist. 

Bei Unterteilung des Komplexes $t, die sich auf die Berandungsmatrizen in der 
oben beschriebenen Weise auswirkt, ergibt sich die neue Normalform für die Berandungs- 
matrizen aus der alten fast unmittelbar, nämlich durch einfache Vertauschung gewisser 
Zeilen und Spalten. Die Torsion bleibt dabei unverändert. 


11. 

7. Definition der Linsenräume '?), x = x + lay:ı (k=0,...,n) seien n + 1 
komplexe Variable, 2 = 2% — iag;ı. Die (2n + 1)-dımensionale Eınheitssphäre 
H=H;3,;ı wird gegeben durch die Gleichungen 

n 2n-+1 
: aa = 0 —=l 
a i=0 ' 


m sei eine natürliche Zahl > 2, ,(k=0,...,n) seien zu m prime ganze rationale Zahlen 
2ri 


und ©&=e”, Durch die Transformation 


4 = de, (1; ganz mit Ku =1 mod m) 
wird eine Drehung y von H von der Ordnung m ohne Fixpunkte vermittelt. Identi- 
fiziert man diejenigen Punkte von H, die bei y und der Gruppe ® der Potenzen von y 
in sich übergehen, so ergibt sich eine (2n + 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit 
L = L(l,, : : -, lu), die wir den zum System der /; mod m gehörigen Linsenraum nennen °°). 
Man kann folgende Abänderungen an dem System der /; vornehmen, ohne den Homöomor- 
phietypus der Mannigfaltigkeit zu ändern: Da die Erzeugende der Gruppe © beliebig 
ist, darf man 
(1) die /; durch //;, mit festem zu m primem / ersetzen. 


Da die Reihenfolge der Variablen z,, . . ., zx gleichgültig ist, darf man 
(2) die /; untereinander permutieren. 


12) deRham, a.a.O.*). Die hier etwas einfachere Einführung der Linsenräume in dieser und der folgenden Nr. 
stammt ebenfalls im wesentlichen von de Rham; ich entnehme sie mit seiner freundlichen Erlaubnis einer brieflichen 
Mitteilung von ihm an Herrn Reidemeister. 

13) Stellt man im dreidimensionalen Fall die Sphäre H, durch eine dreidimensionale Vollkugel mit Rand- 
zuordnung dar, so erkennt man leicht die Gleichwertigkeit dieser Definition mit der gewöhnlichen (vgl. etwa H. Tietze, 
Über die topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten. Monatsh. Math. Phys. 19 (1908), $2%0), 
welche den Linsenräumen ihren Namen gegeben hat. 


or 
Pa 7a} 
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Achtet man nicht auf die Orientierung, so darf man endlich jede einzelne Variable z; 
durch 2; ersetzen; das kommt hinaus auf 


(3) die Ersetzung von /; durch — |. 


Während bei (1) und (2) die Orientierung erhalten bleibt, tritt bei Ersetzung eines /; 
durch — /; eine Spiegelung, also eine Umkehrung der Orientierung ein; die Orientierung 
bleibt sicher erhalten, wenn man 


(3a) gleichzeitig zwei von den /; durch — I; ersetzt. 


Linsenräume, deren zugehörige Systeme /; mod m durch die Umformungen (1) — (3) 
auseinander hervorgehen, stimmen metrisch überein, sie sind also sicher homöomorph. 
Im folgenden wird gezeigt, daß die Bedingungen (1) — (3) für die Homöomorphie 
auch notwendig sind. 

Übrigens sind die Gruppen ® im wesentlichen die einzigen endlichen zyklischen 
Gruppen von Bewegungen und Spiegelungen der Sphäre, die Fundamentalgruppen von Man- 
nigfaltigkeiten sein können. Bei Sphären H;„+ı ungerader Dimension folgt das daraus, 
daß jede unitäre Transformation des Raumes der 2,, . . ., 2„n sich unitär auf die Diagonal- 
form transformieren läßt; da die Transformation von endlicher Ordnung m sein soll, 
muß sie gerade die Form y haben, und zwar sind die Exponenten /; sämtlich zu m prim, 
da jeder Punkt von Hz»+ı mit gleichviel anderen Punkten von H3„+ı äquivalent sein 
muß. Bei Sphären H„ gerader Dimension hat jede Bewegung einen Fixpunkt. Die 
Diametralpunktspiegelung führt zum 2n-dimensionalen projektiven Raum, der jedoch 
nicht, wie die Linsenräume, orientierbar ist; andere Spiegelungen kommen nicht in 
Frage. 

8. Kombinatorisches Schema der Linsenräume. Zunächst führen wir eine Zellen- 
zerlegung der Sphäre H = Ha„+1 ein. Es sei für 7 =0,...,m—1 mod m 


a;"** definiert durch =, <arg 2, <= (+1), 


In. 
a; „ „ arg Zn = m l- 


Für den Rand R(a?"+!) von aö"+! gilt: R(a?”t!) = a5" — a?",. Die Zellen a;" haben 
sämtlich denselben Rand; er wird gebildet durch die Punkte von H mit „—=0. Diese 
Punkte erfüllen die Gleichung 2,2, + + z1—ı2n—ı = 0, sie bilden also eine (2n—1)- 


dimensionale Sphäre H„_ı. Diese zerlegen wir weiter in die Zellen 


a?! definiert durch z, = 0, = j <arg m < = (+41), 


Ir 
2 . 


m—1? +1 
Zelle ui ist ein und dieselbe (2r — 3)-dimensionale Sphäre Hs. Diese zerlegen 
wir in analoger Weise wie eben H„-ı. Durch Fortsetzung des Verfahrens ergibt sich 
eine Zelleneinteilung von H in je m Zellen jeder Dimension. 
Bei Anwendung der Gruppe © vertauschen sich ersichtlich die Zellen jeder Dimen- 
sion untereinander. Für k=(,...,n gilt 


Dann gilt Ra) =aa"!+ ++ a), Rlair=1) = ad"? — aör7?. Der Rand jeder 


y'kask+! = aöttl, allgemein y’rattı = askt! 


j+1 9 49 
a — oa ee 


Identifiziert man also diejenigen Punkte von H, die bei & ineinander übergehen, so bleibt 
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für Jede Dimension genau eine Zelle übrig, und als Inzidenzschema der Linsenräume 
ergibt sich 

R(la*+1) =0, R(a*) = ma*-1 (k=0,...,R%) 
(dabei ist a! = 0 zu setzen). Man liest daraus für die Bettischen Zahlen im gewöhn- 
lichen Sinne ab: p,.,=hb P„='''=p, =, p,=1- An Torsionskoeffizienten 
treten auf en—ı = em 3 = *'"=eı =m. m ist also eine Invariante von L. Wegen 


Pan. — 4 sind die Linsenräume orientierbar. 


9. Homotopiekettenring und Torsion. Die Sphäre H überlagert gemäß der obigen 
Konstruktion den Raum L. Da sie selbst keine weitere Überlagerung gestattet, stellt 
sie die universelle Überlagerung von L dar. L ist Fundamentalbereich für die Auto- 
morphismengruppe ® von H; ® ist zugleich die Fundamentalgruppe von L. Die Beran- 
dungsrelationen lauten in der Sprache der Homotopiekettenringe 

Ra=+) = (1 —yM)a®, Riar) = (+ y +++ yrt)ar-ı, 

Wir legen hier den Gruppenring von ® mit beliebigen rationalen Koeffizienten zu- 
grunde. Dieser ist als Restklassenring aller Polynome in y mit rationalen Koeffizienten 
nach dem Polynom y” —1 die direkte Summe der Restklassenringe nach den sämt- 
lichen Teilern von y” — 1, nämlich den Kreisteilungspolynomen für sämtliche Teiler my 
von m, er ist also die direkte Summe aller my-ten Kreiskörper K,„,. Der Homotopie- 
kettenring zerlegt sich demgemäß in die entsprechenden Überdeckungen U,, mit den 
Kn,. Die Komponente von y in K„, ist eine primitive mgy-te Einheitswurzel Z„,, die 
Berandungsrelationen für U,, ergeben sich also aus den oben angegebenen, wenn man y 
durch {„, ersetzt. U, ist mit dem gewöhnlichen Kettenring von Z mit rationalen Koef- 
fizienten identisch und liefert die oben angegebenen Bettischen Zahlen im gewöhnlichen 
Sinne. Für die übrigen U,, sind alle Bettischen Zahlen Null; die Torsion T,, berechnet 
sich, wenn man beachtet, daß die O-ten Abgeleiteten und Adjungierten gleich 1 zu setzen 
sind, zu 


en n u 1. 
Im = II (1 Em): 


Ein Basiswechsel im Homotopiekettenring mit Transformationsmatrizen mit Deter- 
minanten + y“ (bzw. + y“) erzeugt einen entsprechenden Basiswechsel in allen U,,,. 


Nach I bleibt dabei die Torsion bis auf eine Potenz E (mit einem für alle m, gleichen 


Exponenten f) invarıant. Für homöomorphe Linsenräume Z(lg, . . -, „n) und Z(lg, » » », In) 
gilt also 


n 1. . j n „Ir 
(*) Ri (1 En m.) le a (1 ae Ime)n 


n m A I; ı 
‚A (1 _ m) (1 -—— ) =H (1 RR Ge) (1 im ), 
letzteres wegen der konjugiert komplexen Gleichung zu (*). Unsere Behauptung lautet, 


daß rechts und links bis auf die Reihenfolge dieselben /;, —/; vorkommen. Bezeichnet 


n, bzw. n, die Anzahl der /; = v» mod m bzw. I; = v mod m und setzt man a, =n, —n,, 
so bleibt zu zeigen: Wenn für jedes m,|m 


„aa — in) =1, wobei a_,=a,, Fa, =(, 
(v,m)=1 
so folgt, daß jedes a, =0. Das wird in Nr. 12 bewiesen werden. 
10. Orientierte Linsenräume. Orientiert man die Mannigfaltigkeit und läßt nur 


Transformationsmatrizen mit Determinanten + y? zu, so gilt in (*) nur das positive 
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Zeichen. Betrachtet man einen ungeraden Primteiler m, = q von m und dividiert durch 
(1 — £,)""*, so ergibt sich 


‚I lı = I; mod (1 —£,), also mod g. 
Setzen wir an dieser Stelle das Ergebnis von Nr. 12 voraus, so folgt, daß die /; aus den /, 
durch eine gerade Zahl von Vorzeichenänderungen, d.h. durch eine Reihe von Um- 
formungen (3a) hervorgehen. Hat m nur den Primteiler 2, m =2° (c>2, fürc=1 
wird (3) inhaltslos), so folgt aus (*) für m = 2, daß f gerade ist. Für m = 4 folgt weiter 
durch Quadrieren wegen 

y—1 


1— MP’ (—1)? (l; ungerade), 


daß I], = &1, mod 4, wonach man genau so schließt wie eben. Zwei Linsenräume sind 
also dann und nur dann unter Berücksichtigung der Orientierung homöomorph, wenn sie 
durch die Umformungen (1), (2), (3a) auseinander hervorgehen, also dann und nur dann, 
wenn sie sich auch metrisch unter Beachtung der Orientierung aufeinander abbilden 
lassen. 

Insbesondere kann man danach entscheiden, ob man einen Linsenraum 
L = L(lg,...,/„) auf den entgegengesetzt orientierten L(— Iy, li, - - ., Zn) topologisch 
abbilden kann, ob Z symmetrisch oder asymmetrisch ist. Bei ungeradem n, d.h. bei 
Dimensionen 22 +1=—1 mod4 ist das ersichtlich stets der Fall, während es bei 
geradem n stets Räume gibt, bei denen das nicht möglich ist. Im dreidimensionalen Fall 
ist der Linsenraum Zf{!,1) dann und nur dann symmetrisch, wenn !? = —1 mod m. 

11. Der Fall einer Primzahl. Zunächst sei kurz der Fall betrachtet, daß m = p 
eine Primzahl ist. Der allgemeine Fall wird jedoch unten unabhängig hiervon behandelt. 
Außer U, erhält man dann nur eine Überdeckung U, mit dem p-ten Kreiskörper K,. 
Unter Benutzung der in K, gelegenen Einheiten 


FOREN ers. ine. (»=2,..., 27) 


schreibt sich die in Frage stehende Relation wegen der Bedingungen a_, = a,, a, = 0 
in der Form 


vr—1 
IT et 
v=2 
Die Behauptung lautet, daß dann alle a, = 0 sind. Da hier jedes Exponentensystem a, 


ae En — ae h 
wirklich auftritt, bedeutet das die Unabhängigkeit der P ee Einheiten &,; die Unter- 
scheidbarkeit der Linsenräume nach dem Werte ihrer Torsion ist also gleichbedeutend 
mit der Unabhängigkeit der e,. Daß die e, in der Tat unabhängig sind, folgt aus der 
Kummerschen Formel für die Idealklassenzahl in K,, in welcher der Regulator der e, 
als ein Faktor auftritt, der demnach notwendig von Null verschieden ist. Damit ist die 


Behauptung in diesem Fall bewiesen *). 


ı4) D), Hilbert, a.a. 0. ?), $120, Satz 144, Beweis. Nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn de Rham hat er 
inzwischen das Homöomorphieproblem für (2n + 1)-dimensionale Linsenräume in dem Falle, daß m eine Primzahl 
ist, ebenfalls gelöst. Seine Methode ist im Prinzip dieselbe wie die in dieser Nr. verfolgte; auch er benutzt den 
angegebenen Satz des Hilbertschen Zahlberichtes. 
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In ganz derselben Weise kann man schließen, wenn m eine Primzahlpotenz ist, 
indem man die entsprechende Kummersche Klassenzahlformel heranzieht ’). 

12. Der allgemeine Fall. Wir beweisen für beliebiges m die Behauptung am Schluß 
von Nr. 9. Es genügt zu zeigen, daß = x(v)a, —= () ist für jeden Charakter y mod m. Ist 


nämlich », eine feste prime Restklasse mod m, so folgt durch Multiplikation mit z(v5') 
und Summation 

Sylt) Zxlv)a = La, 2y(vw!) = plm)a, = 0 

x v v x 


auf Grund der Charakterrelationen, also a,, = 0 für jedes »,. 

Für den Hauptcharakter steht die Behauptung Iy(v)a, = La, = 0 in der Voraus- 
setzung. Für alle xy mit „(—1) = — 1 folgt sie aus a_, =a,. Seialso „—1)=+1 
und x nicht der Hauptcharakter. 

x werde als eigentlicher Charakter mod m vom Führer m, (m, | m) betrachtet. 
Ist n eine feste prime Restklasse mod m, und ist 2a, = b„, wenn die Summe über alle 
diejenigen Restklassen » mod m erstreckt wird, für die v=n mod m, ist, so gilt wieder 
b_=b,„, 2b =0, wenn n alle primen Restklassen mod m, durchläuft. Es ist 
<= x(v)a, um <= y{n) bu, es genügt also, den letzten Ausdruck als Null nachzuweisen. Der 


auf m, bezügliche Teil der Voraussetzung heißt 
IT 1-1, I um—- ay”=1 (dm) =1). 


n mod mo n mod me 
(n,m,)=1 (n,m,)=1 


Das Letztere folgt durch Konjugiertenbildung. Daher 
Zug 1 — | == 0), 
EI — = Frl) 1 =0, 


und wenn nl durch / ersetzt wird, 
(ZiR)b) (221g 11 — Im) = 0. 


Es genügt also zu zeigen, daß der zweite Faktor nicht Null ist, wenn „—1)=-1 
und x nicht der Hauptcharakter ist. 

Für jeden eigentlichen vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter y vom 
Führer m, gilt bekanntlich für die Gaußschen Summen 


(x) Gr)= 3 U) 0, (ß) 


u. N nd N wenn n.m > 
Imod Mg nn AN )om, ’ \ wa 0) e 


Wenn (rn, m,) = 1, so wird 


“Ni 


Ga) =, Em = an) Frl) 


Imod m, 
1 
y' nl 
an) = - I) Cm, - 
x( ) G(x) x ) Sm, 
15) Wenn m mehr als eine Primzahl enthält, so bestehen zwischen den g(m) Einheiten 
u (1 Be en) (1 er en) (r, m) =1, 


außer der Produktbeziehung //n, = 1 im allgemeinen noch andere Abhängigkeiten. Deshalb kann man in diesem 
Fall nicht genau so schließen wie oben. Herrn E. Hecke verdanke ich das folgende Beispiel für eine Abhängigkeit 


der genannten Art. p + q seien Primzahlen, qg= 1 mod p, m = pg; dann gilt für »=1,...,p—1 
PA g—1 , 1— St 1" 
Ban EEE, Es ET u = 
1 up TU, DA, = .r a —- 
n=l ul 1—(\, 1—(, 


Auch die Darstellung von L(1,x) am Schluß der folgenden Nr. geht auf E. Hecke zurück. Die Schlußweise in Nr. 11 
führt zu einem Beweis dafür, daß die sämtlichen Einheiten der Form &,, n, für alle m, | m ein volles Einheitensystem 
in K,, bilden; umgekehrt reicht diese Tatsache zur Unterscheidung der Linsenräume aus. 
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Wegen (ß) gilt das auch für (n, m,) > 1. Führt man das in die Z-Reihen ein, so folgt 
wegen x„(—1) = +1 


1 x zu) Em 
zn u a an 
G(%) | A N 





ee) 


ı 
- En NzO1g 1— A. 


Da Z(l, xy) #0, ist damit die Behauptung bewiesen. 


Eingegangen 21. Juni 1935. 
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Vor kurzem erschien: 


Grundzüge und Aufgaben der 
Differential- und Integralrechnung 


nebst den Resultaten 


Von Dr. H. DÖLP. 


Neu bearbeitet von Dr. EUGEN NETTO. 
18. Auflage. Oktav. 214 Seiten. RM 1.95 





Das Bändchen stellt eine elementare Aufgabensammlung zur Diffe- 
rential- und Integralrechnung mit eingefügten Erläuterungen dar. Der 
erste Abschnitt, Differentialrechnung für Funktionen einer und mehre- 
rer Veränderlichen, bringt die Differentiation der elementaren Funk- 
tionen, einschließlich implizite Funktionen, die Ermittelung der Werte 
unbestimmter Formen, Maxima und Minima, Taylorsche Reihe. Der 
zweite Abschnitt, Integralrechnung, führt das Integral als unbestimm- 
tes ein, entwickelt die Integrationsformeln im Bereiche der elemen- 
taren Funktionen und geht dann kurz auf das bestimmte Integral 
ein. Schließlich werden noch verhältnißmäßig ausführlich geome- 
trische Anwendungen der Infinitesimalrechnung gebracht: Tangenten- 
bestimmung, singuläre Punkte, Krümmung; Quadratur, Rektifikation, 


Kubatur. 
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